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 توزيعها الاحتمالي و مفهوم المتغيرة العشوائية المتقطعة أولا: 

 ية  مفهوم المتغيرة العشوائ 1
يرمز للمتغيرة ع بحرف لاتيني كبير. ونميز بين م   كل قيمة. متغيرة يلحق بقيمها احتمالات تحقق  قيمة ي  ه

 م العشوائبة المتصلة أو المستمرة. و   ع المتقطعة 
.  Xفي تجربة إلقاء مكعب نرد يمكن أن نسمي الوجه الذي يستقر عليه الكعب متغيرة عشوائية    مثال : 

بكل قيمة يمكن أن نلحق احتمال تحققها، وهو هنا .  6،  5،  4،  3،  2،  1هي:    Xالقيم الممكنة ل
 . ونكتب مثلا : 1/6

  ,…  P(X = 1) = f(1) = 1/6,  P(X = 2) = f(2) = 1/6 
 لذلك فإن مجموع احتمالاتهاو   ( هي متنافية،  1  ،2  ،3  ،4  ،5  ،6) Xلاحظ أن القيم الممكنة ل  

 . 1يساوي  
التي تمثل عدد مرات   Xقدية مرتين يمكن أن نعين المتغيرة العشوائية  في تجربة إلقاء قطعة ن  .2مثال  

. لا حظ أنه يمكن تعيين متغيرات 2،  1،  0هي   Xالحصول على كتابة. في هذه الحالة القيم الممكنة ل  
عدد مرات الحصول على صورة، وهي متغيرة تأخد   Yعشوائية أخرى انطلاقا منن نفس التجربة، مثلا  

 ...   Z = X - Yبحث   Zثم المتغيرة  ،2،  1،  0القيم  
 . الاحتمالات الملحقة بقيمها يمكن حسابها كما يلي: 2-،  2،  0هي   Xالقيم الممكنة ل  

P(Z = 0) = P(X – Y = 0) = P(X = 0 et Y = 0 ou X = 1 et Y = 1 ou X 

= 2 et Y = 2) => 

P(Z = 0) = 0 + P(X = 1 et Y = 1) + 0 = 2 * 0.5² = 0.5  

 ة العشوائية المتقطعة  المتغير  2

 تسمى أيضا م ع منفصلة، وهي التي تأخذ عددا منتهيا من القيم الممكنة في مجال مغلق.   و
  قيم ممكنة.  4المعرفة في المثال الأول تأخذ    Xالمتغيرة    [5 ,2]: داخل المجال المغلق مثال

 التوزيع الاحتمالي للمتغيرة المتقطعة   3

للقيم التي و  لاحتمالات المرتبطة بقيم المتغيرة. نرمز للمتغيرة بحرف كبيري مجموعة القيم الممكنة مع اه
 f(x)نكتب أيضا :  و    P(X = x)تأخذها المتغيرة بحرف صغير. نعبر عن احتمال قيمة معينة كما يلي  

 دالة الكثافة الاحتمالية.  f(x). وتسمى الدالة 
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 ب نرد( يكتب كما يلي:التوزيع الاحتمالي لم ع للمثال الأول )إلقاء مكع مثال:

X 1 2 3 4 5 6  
P(X = 

x) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1 
 ، عدد مرات الصورة في رميتين لقطعة نقدية:Xالتوزيع الاحتمالي ل    .2مثال 

X 0 1 2  
P(X = 

x) 1/4 2/4 1/4 1 

 شروط دالة الكثافة للمتغيرة المتقطعة   4

دالة   f(x)وتسمى الدالة    f(x)نكتب أيضا : و  P(X = x) عبر عن احتمال قيمة معينة كما يلي  ن
دالة كثافة احتمالية يجب أن يتحقق شرطان   ، أيا كانت  ، الكثافة الاحتمالية. لكي يمكن اعتبار دالة ما

 اثنان: 

 
 = f(1) = f(2) = f(3) = … f(6)نتيجة لإلقاء حجر نرد:   X: نأخذ دالة الكثافة ل مثال

1/6 ≥ 0 ,  

 = Σf(x) = 1/6 + 1/6  + … + 1/6الشررررررررمح الثالأ أيضرررررررا لأن:   و  ،الشررررررررمح الأول  قق  

6(1/6) = 1  

   التمثيل البياني لدالة الكثافة الاحتمالية ل م ع المتقطعة 5

 . Xالمتقطعة ليس من خلال منحنى ولكن من خلال أعمدة متوازية على  ور  المتغيرة العشوائية  ثل  تم

 المعرفة على إلقاء قطعة نقدية مرتين.   Zو   Xل   مثال: نمثل بيانيا منحنيات دوال الكثافة

 

 التمثيل البيالأ لدالة الكثافة للمتغيرة العشوائية المتقطعة    1 رسم 
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 للمتغيرة العشوائية المتقطعة  F(x)دالة التوزيع   6

   كما يلي:  –عية" تسمى أيضا "الدالة التجميو  -عرف دالة التوزيع  ت
F(x) = P(X ≤ x) 

 كما يلي:  f(x)ويمكن استنتاج دالة التوزيع من دالة الكثافة الاحتمالية  

 
 يمكن تعريفها كما يلي:     F(x)تأخذ عددا منتهيا من القيم فإن  Xإذا كانت  

  
 
 
 

 مثلهما بيانيا.و   للأمثلة السابقة F(z)و  F(x): أوجد قيم  مثال
2 1 0 X 

1/4 1/2 1/4 f(x) 
1 3/4 1/4 F(x)=P(X≤x) 
 

2 0 -2 Z 

1/4 1/2 1/4 f(x) 
1 3/4 1/4 F(x)=P(X≤x) 
 

 
تأخذ دالة التوزيع للم ع المتقطعة شررررررركلا سرررررررلميا، وهي لا تكون متناقصرررررررة في أي مجال، وأكبر  ملاحظة.  

 .1قيمة ممكنة لها هي 
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 ة المتقطعة عشوائيالتمثيل البياني لدالة التوزيع للمتغيرة ال    2 رسم 
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 توزيعها الاحتمالي و المستمرةمفهوم المتغيرة العشوائية ثانيا: 

 ة  تعريف المتغيرة العشوائية المستمر  1

ي متغيرة ع تأخذ عددا لا متناهيا من القيم في مجال  دود، أو هي تأخذ أي قيمة داخل هذا المجال. من ه
 أجل هذا فأن وحدات قياس المتغيرة الميتمرة تكون مستمرة مثل الزمن، الوزن، المسافة، الحجم، ... 

 التوزيع الاحتمالي المستمر 2

الاحتمالات الملحقة بها. نسمي توزيعا كهذا و   غيرة ع المستمرةو مجموعة القيم التي يمكن أن تأخذها المته
 دالة الكثافة الاحتمالية أو دالة الاحتمال، وهي ممثلة بمنحنى متصل. 

تأخذ عددا لا متناهيا من القيم داخل أي مجال، فإن احتمال قيمة بعينها هو احتمال   Xلاحظ أنه بما أن  
لة الكثافة تستعمل لحساب احتمال مجال. ويكون ذلك لذلك فإن دا  P(X=x) →0يؤول إلى الصفر.

 بين حدود المجال.   f(x)بحساب المساحة تحت منحنى 
 
 

 لاحظ أن إشارة التكامل هنا تقابل إشارة المجموع في 
 حالة المتغيرة ع المتقطعة.

 

 خصائص دالة الكثافة الاحتمالية للمتغيرة العشوائية المستمرة 3

 بإشارة المجموع نجد أن شرومح دالة باستبدال إشارة التكامل 

  الكثافة الاحتمالية للم ع المستمرة تكتب كما يلي :
 

من البديهي إذا أن منحنى دالة الكثافة لا يمكن أن ينزل أسفل  ور الم ع، كما أن المساحة الإجمالية بين 
 المحور الأفقي تساوي الواحد. و   المنحنى

 بعض المجالات من خلال احتمالات مجالات أخرى. هذه الخصائص تفيدنا في حساب احتمالات  
التي تحقق    Cأوجرررد قيمرررة الثرررابرررت    مثاااال:

الكثررررافررررة  و   الشرررررررررررررررطين الأول لرررردالررررة  الثررررالأ 
 الاحتمالية في الدالة التالية:

 .  2إلى   1تنتمي للمجال من   Xأحسب احتمال أن تكون   ✓
 . 2إلى   1لا تنتمي للمجال من  Xأحسب احتمال أن تكون   ✓
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   .  C = 1/9دالة كثافة يجب أن يكون    x لكي تكون 

 

 

   للمتغيرة العشوائية المستمرة  F(x)دالة التوزيع   4

 عرف دالة التوزيع للمتغيرة المستمرة كما يلي: ت

 ، في حالة المتغيرة المستمرة  ، لدالة التوزيع أهمية أكبر بالنسبة للمتغيرة المستمرة. السبب في ذلك أننا نهتم
باحتمال نقطة، ولحساب احتمال مجال من الأيسر التعويض في دالة التوزيع بدلا من ليس  و   باحتمال مجال 

، Xنقطتان من مجال تعريف   a, bحساب التكامل في كل مرة. يتضح ذلك من القاعدة التالية: بفرض  
 :    [a, b[تنتمي إلى المجال    X. لحساب احتمال أن تكون    b > aبحيث  

 
 
 

 : مثال
 للمتغيرة المذكورة في المثال السابق. أوجد دالة التوزيع    
 P(1< x    استخدم دالة التوزيع لحساب الاحتمال:   

<2). 
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 حساب الاحتمال من خلال دالة التوزيع     4 رسم
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 Règle de LEIBNITZقاعدة لايبنيز   5

 فيد هذه القاعدة الرياضية العامة في استنتاج أن مشتقة دالة التوزيع هي دالة الكثافة:ت

 
   كانت دالة التوزيع كما يلي:  إذا   X: أوجد دالة الكثافة للمتغيرة  مثال

   
 

 
 

 الأول و الثاني المبحث  خلاصة 6
تحديد القيم الممكنة للمتغيرة عشررروائية من خلال التوزيع الاحتمالي )أو القانون الاحتمالي( لمتغيرة  تعريف  تم  ي

 و الاحتمالات المقابلة لها.

 أو دالة، تسمى دالة كثافة الاحتمالية.  جدول التوزيع الاحتمالي( (يتم هذا التحديد إما من خلال جدول  
لكي نقول عن دالرة مرا أنهرا دالرة كثرافرة احتمراليرة يجرب أن تكون موجبرة دومرا و أن يكون مجموع الاحتمرالات  

 مساويا للواحد.
 :  الدالة التجميعية )أو دالة التوزيع( تمثل احتمال مجال من أصغر قيمة للمتغيرة إلى نقطة ما

في حرالرة   ة و  في حرالرة م متقطعر    

 م مستمرة.
نظرا لتعريفهرا تأخرذ دالرة التوزيع مسررررررررررررررارا متزايردا )أو ابترا على أجزاء من المجرال(. تبرز أهميرة الردالرة التجميعيرة  
أكثر عندما تكون المتغيرة مسررررررررررررتمرة لأننا نهتم حينها باحتمالات مجالات. يمكن اسررررررررررررتنتاج دالة الكثافة من 

 خلال اشتقاق دالة التوزيع.
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 التوقع الرياضي والتباين

في العديد من الحالات لا يكفي حسرررررررررررررراب احتمال تحقق حدن أو أحدان معينة بل وتاج للخروج بتوقع  
معين يلخص الوضرررررررررعية المطروحة أمامنا. من جهة أخرى قد يصرررررررررعب المفاضرررررررررلة بين خيارات متاحة مقيمة 
بمبالغ معينة بسرربب ارتبامح كل مبلغ بمخاطرة لتلفةم من المعروف أن الاسررتثمارات الأكثر مردودية هي تلك  

موضرروعيةم  و   المبلغ المتوقع وبطريقة دقيقةو   التي تتضررمن أكبر لاطرة، فكيف يمكن أخذ في الحسرربان المخاطرة
 ساعدنا في ذلك.إن طريقة التوقع وبقية المفاهيم الأخرى الواردة أعلاه يمكن أن ت

  Espérance mathématiqueالتوقع الرياضي  ثالثا: 

 تعريف التوقع  1

 عرف التوقع الرياضي لمتغيرة عشوائية متقطعة كما يلي: ي

 
 يعرف التوقع الرياضي لمتغيرة عشوائية مستمرة كما يلي:و  

 
 .xμأو  μنرمز للتوقع أحيانا ب 

 رات. أحسب العدد المتوقع من المرات التي وصل فيها على وجه.  م  4نلقي قطعة نقدية  مثال:

 0 1 2 3 4 المجموع
X  عدد مرات
 وجه 

16/16 

= 1 
4(1/2) 4 

4(1/2) 
6 

4(1/2) 
4 

4(1/2) 
4(1/2) P(X) 

32/16 

= 2 

4 
4(1/2) 

12 
4(1/2) 

12 
4(1/2) 

4 
4(1/2) 0 XP(X) 

 
 رميات.  4العدد المتوقع هو مرتين من بين  

دج إذا    40، ويربح  2دج إذا حصرررل على الرقم    20نلقي قطعة نقدية مرة واحدة. يربح اللاعب  .  2مثال 
  30، 1دج  إذا حصررررل على الرقم    10، ويخسررررر 6دج إذا حصررررل على الرقم    60و  ،4حصررررل على الرقم  

  . تحقق مما إذا كانت العبة متوازنة )هل توقع 5دج إذا حصرل على الرقم    50و ،3دج إذا حصرل على الرقم  
 الربح يساوي توقع الخسارة(.

 E(x) = 30/6 = 5 > 0الجواب هو أن اللعبة غير متوازنة لأن توقع الربح أكبر من توقع الخسارة   
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 نتيجة الرمي 1 2 3 4 5 6 المجموع

- 60 -50 40 -30 20 -10 
   نتيجة المراهنة

X 

6/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 P(X=x) 

(120-

90)/6>0 
60/6 -50/6 40/6 -30/6 20/6 -

10/6 
X*P(X=x) 

 . أوجد التوقع الرياضي للمتغيرة ذات دالة الكثافة التالية:  3مثال

 

 

 توقع دالة 2

 العزوم المرتبطة بالأصل. و   ستخدم توقع دالة عند حساب عدد من المقاييس مثل التباين، العزوم المركزيةي

   ا. م ع تابعة له y = g(x)و  ،f(x)م ع لها دالة كثافة   Xلتكن  
 

       م متصلة:   Xفي حالة  
 

. أحسب Y=X²و   عدد مرات الحصول على صورة،  X. نلقي قطعة نقدية مرتين. نسمي 1مثال
E(X)    وE(Y)   . 

 X 0 1 2 المجموع 
1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 

E(X) =1 1/2 1/2 0 X*P(X) 

 4 1 0 X² 

E(X²) = 

3/2 
1 1/2 0 X²*P(X) 

 . E(Y). أحسب Y = g(x) = 3x² - 2xو  ة الكثافة التالية،م ع ذات دال X: لتكن 2مثال
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 مفاهيم حول المتغيرات العشوائية المحور الأول:  

 
 9  

 

  خصائص التوقع الرياضي 3
E (C) = C 

E(CX) = CE(X) 

E(X+Y) = E(X) + E(Y) 

 = E(XY)  المتغيرتان مستقلتان.إذا كانت   

E(X)E(Y) 

 .   Bمن   4و  Aطلبيات من العميل    3تتوقع مؤسسة أن تتلقى كل شهر    مثال:
 في السنة.  Aمن الطلبيات المتلقاة من   أحسب العدد المتوقع  ▪
 أحسب العدد الإجمالي المتوقع من الطلبيات المتلقاة في شهر.  ▪

يعين كل عميل من طرفه مندوبا عن كل طلبية لمتابعة إتمامها. كم تتوقع أن يلزم من مقابلة لتعريف مندوبي 
 . Bبمندوبي    Aالعميل  

E(12A) = 12E(A) = 12(3) = 36  
E(A*B) = E(A)*E(B) = 4*3 = 12. 

E(A + B) = E(A) + E(B) = 3 + 4 = 7 

   Variance et écart typeالانحراف المعياري  و التباينرابعا: 

  تعريف التباين  1

 : عرف التباين لمتغيرة عشوائية كما يليي

 
 . σ = √V(X) = √σ²      الاوراف المعياري هو جذر التباين.و  

     في حالة المتغيرة العشوائية المتقطعة : 

   في حالة المتغيرة العشوائية مستمرة :

 .   V(X)عدد مرات الحصول على صورة، أحسب    Xنلقي قطعة نقدية مرتين. نسمي   مثال.
 X 0 1 2 المجموع 

1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 
E(X) = μ 

=1 1/2 1/2 0 X*P(X) 
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 مفاهيم حول المتغيرات العشوائية المحور الأول:  

 
  

 1 0 1 (X-μ)² 

V(X) = 

1/2 
1/4 0 1/4 

(X-μ)² * 

P(X) 

 . Xم ع ذات دالة الكثافة التاليةم أحسب تباين    Xلتكن  . 2مثال  

 

 

 خصائص التباين  2

V(X) = E(X²) - E(X)² 
V(CX) = C²V(X)  ,  V (C) = 0    

 في حالة استقلال المتغيرتان عن بعضهما 
V(X + Y) = V(X) + V(Y) , V(X - Y) = V(X) + V(Y) 

باستخدام   V(X)عدد مرات الحصول على صورة، أحسب    Xلقي قطعة نقدية مرتين. نسمي نمثال: 
 الصيغة 

  V(X) = E(X²) - E(X)²   . 
النتيجة المحصل عيها. أحسب   Zنسمي و   ، نلقي حجر نرد  V(Y). أحسب  Y = 2Xلتكن المتغيرة  
 W = Z - Y   حيث: Wتباين المتغيرة  

 X 0 1 2 المجموع  
1 1/4 1/2 1/4 P(X = x) 

E(X) = μ 

=1 1/2 1/2 0 X  P(X) 

 4 1 0 (X)² 

E(X)² = 

3/2 
1 1/2 0 

(X)² * 

P(X) 

 

V(X) = E(X²) - E(X)² = (3/2) - 1 = 1/2 

V(Y) = V(2X) = 2²V(X) = 4 (1/2) = 2.  

V(W) = V(Z-2X) = V(Z) +V(2X) = V(Z) + 2²V(X). 
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 مفاهيم حول المتغيرات العشوائية المحور الأول:  

 
  

V(Z) = E(Z²) – E(Z)² = (1/6)[1²+2²+3²+4²+5²+6²]-

(1/6)[1+2+3+4+5+6] =  70/6 

V(W) = (70/6) + 4 (1/2) = 82/6 = 13.67 

 Variable centrée réduiteالمتغيرة المعيارية  3
. تلحق   *Xيرمز لها  و  متغيرة معيارية )تسمى أيضا المتغيرة المركزية(  Xكن أن نلحق بأي متغيرة عشوائية  يم

قارنة لأن المتغيرة المعيارية ليس لها وحدة كالمتر أو الساعة ... المتغيرة المعيارية بالمتغيرة الحقيقية من أجل الم
  سوبة لس بالوحدة الأصلية   μالتوقع  و   xمن خلال المسافة بين  Xل   xوإنما هي تعبر عن كل قيمة  

 إنما بالاورافات المعيارية. و 

 
 التباين للمتغيرة المعيارية.و  التباين نستخرج التوقع و  من خلال خصائص التوقع 

   

 
،  75،  50،  60،  55 يسرررررراوي: Xو  ،5، اوراف معياري 70من أجل متوسرررررر  *X : أحسررررررب  مثال
80  ،70. 

 .0،  2، 1،  4-، 2-، 3-الجواب: القيم هي: 
مراي. يشررررررررررررررترمح يوم   1. يتردرب عراملان أ رد وعلي من أجرل المشررررررررررررررراركرة في مراراتون عيرد العمرال  2مثاال  

 .   μ ± 1.5σال المسابقة أن يكون وزن المترشح لا يتجاوز المج
 كغ. هل سررررررررررريقبل العاملان أ د  5الاوراف المعياري هو و   μ = 70إذا كان الوزن المتوسررررررررررر  بالكغ هو

 كغ؟  80و كغ،  77علي إذا كان وزنهما:  و 
 يقبل أ د.  و  كغ، لذلك فسيرفض علي  77.5كغ إلى   62.5الجواب: مجال القبول هو من 

 خلاصة 4

، حسرررب كون  ؤشررررات المعبرة عن خصرررائص المتغيرة و كسررربان كما يليلتوقع الرياضررري و التباين هي أهم الما
 :المتغيرة متقطعة أو مستمرة

 
 

 تتمثل فيما يلي:خصائص أساسية   4لتوقع و التباين  لكل من ا
V(C) = 0                    توقع عدد  ابت E (C) = C 
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 مفاهيم حول المتغيرات العشوائية المحور الأول:  

 

  

V(CX) = C²V(X) E(CX) = CE(X) 

عن في حالة استقلال المتغيرتان  
 بعضهما 

  V(X + Y) = V(X) + 

V(Y)       

, V(X - Y) = V(X) + 

V(Y) 

E(X+Y) = E(X) + E(Y) 

V(X) = E(X²) - E(X)²  .في حالة استقلال المتغيرتان عن بعضهماE(XY) = 

E(X)E(Y) 

 
خلال   ليس من   xمن أجل المقارنة بين المتغيرات تستخدم المتغيرة المعيارية التي تسمح بالتعبير عن قيمة  

والتوقع   xوحداتها الأصلية )كغ، متر، زمن، ...( وإنما بعدد الاورافات المعيارية التي تفصل بين القيمة  
 الرياضي.

 . 1و    0هما على التوالي  التوقع الرياضي والتباين للمتغيرة المعيارية 

 

في الاحتمالات المقابلة ( نضرررررررب قيم الدالة X²)مثلا التباين، أو  Xلحسرررررراب التوقع الرياضرررررري لدالة ما في 
 :Xل

     

  

 التوزيعات الاحتمالية الشائعة المستمرة سا: خام

قاو  1 لا الا   تاوزياع  الاطاباياعاي  و  de Laplace D. Normale ou . D-  1الاتاوزياع 

Gausse 
التوزيع الطبيعي من أهم التوزيعات الاحتمالية شائعة الاستخدام لما له من خصائص تنطبق على نسبة يعد    

فا من المارين في شار ع كبيرة من الظواهر الطبيعية والاجتماعية والاقتصادية. فلو اخترنا بالصدفة مئة أو أل 
نسبة مقاربة و   ما وقسنا أطوالهم لوجدنا نسبة كبيرة منها قريبة من متوس  ما، ونسبة قليلة من طوال القامة 

لها من قصار القامة. ومثل هذا بالنسبة للأوزان. ولو مثلنا هذه البيانات في معلم متعامد متجانس لكان 

 
  -   Carl Freidrich Gaussالألمالأ  و  Pière Simon de Laplace  1827)-(1749العالمان الرياضيان الفيزيائيان و الفلكيان الفرنسي  باسم  1

 . أنظر1893في    Pearsonالذين كانا من أوائل من اكتشف هذا القانون. أما من أعطاه تسمية التوزيع الطبيعي فهو (1855-1777) ، -الصورة لهذا الأخير

(1997) J. J. Droesbeke 329 ، ص.  
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 مفاهيم حول المتغيرات العشوائية المحور الأول:  

 
  

ذا شكل جرسي متماثل حول المتوس  وهي ن نسميه الاحتمال، المنحنى الذي يمثل النسبة، أو ما يمكن أ
 :(  9)الشكل  صفات التوزيع الطبيعي

 صيغة القانون   ( )

 للتوزيع الطبيعي كما يلي: لمنحنى  تكتب دالة الكثافة    

 
 X ~ N(µ, σ) ونكتب الاوراف المعياري. و  هما على التوالي التوقع   σو µحيث 

 

 
 
 
 
 
 

 لشكل العام للتوزيع الطبيعيا

 
 

 تكتب كما يلي:  ة( للتوزيع الطبيعيدالة التوزيع )الدالة التجميعي

 

المعيارية أو  المركزية  المعيارية  :    المتغيرة  المتغيرة  الجداول   Z = (X-µ)/σتستخدم  لتكوين 
 : الإحصائية للاحتمالات

  P(0 ≤ Z ≤ z) أوF(z) = P(Z ≤ z) ، 
  كما يلي:  وذلك σ  و  µو  xاهيل  مج 3بدلا من    Zهول واحد بدلالة مج  Fو fحيث تسمح بكتابة الدالة  
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 مفاهيم حول المتغيرات العشوائية المحور الأول:  

 
  

 
علم نو   أي التوزيع الطبيعي.  Xتتبع نفس توزيع    Zفإن  ،  Zو    X بين المتغيرتينالخطية  بالنظر إلى العلاقة  

 أن: 
) = 0Z(E ) = 1Z(V  

   خصائص التوزيع الطبيعي ( ب)
     :   الدالة المتجددة للعزوم

 
 4α 3 =معامل التفلطح  يعتبر    ا، حيثولا مفلطح امدببمعتدلا لا من خصائص التوزيع الطبيعي أنه يعتبر  

 . ياتمعيارا لاعتدال المنحنللتوزيع الطبيعي  

الطبيعي     حول القيمة المتوقعة  التوزيع  خصائص  متماثل أنه  أيضا  من 
، مما يعني أنه من أجل أي 0حول    Zيعني تماثل لمنحنى  (  3حول المتوس  )أنظر الشكل    X  تماثل منحنى

المعيارية للمتغيرة   قيمة 
   z > 0   : 

P(0 ≤ Z ≤ z) = P(-z ≤ Z ≤ 0) = P(-z ≤ Z ≤ z) / 2 

 P(Z ≤ -z) =  1- P(Z ≤ z) = P(Z ≥ z) 
 

 

 
 
 
 
 
 

 
 حساب الاحتمالات )المساحات( تحت المنحنى ومنها خاصة:   Zو لقد تم باستخدام المتغيرة المعيارية 

P(-σ ≤ X ≤ σ) =  P(-σ ≤ Z ≤ σ) = 0.6837,  

P(-2 σ ≤ X ≤  2 σ) =  P(-2 ≤ Z ≤ 2) = 0.9544,  
P(-3 σ ≤ X ≤  3 σ)  =  P(-3 ≤ Z ≤ 3) = 0.9973.  
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 مفاهيم حول المتغيرات العشوائية المحور الأول:  

 
  

 ا كمرا يمكن حسرررررررررررررررابهر  ،هرذه القيم وغيرهرا متوفرة في الجرداول الإحصرررررررررررررررائيرة التي نجردهرا في الكثير من المراجع 
 تخدام الحاسوب.سبا

 
 z =1, 2, 3حيث    P(0 ≤ Z ≤ z)(  أحسب :  1ال الجداول الاحصائية  : باستعممثال

 .zمن أجل نفس القيم ل   P(-z ≤ Z ≤ z)   أحسب    (  2
1)  0.3413    ،0.47725      ،0.49865 
2    )0.6827     ،0.9545     ،0.9973 

 منحنى التوزيع الطبيعي الأساسية تحت المساحات    

 

μ - 6σ μ - 5σ μ - 4σ μ - 3σ μ - 2σ μ -1σ μ μ +1σ μ + 2σ μ + 3σ μ + 4σ μ + 5σ μ + 6σ

2σ = 68.26%

4σ = 95.44%

6σ = 99.73%

8σ = 99.9937%

10σ = 99.999943%

12σ = 99.9999998%
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االمحور الثاني : نظرية المعاينة وتوزيعاته  

  

ها على وفق طرائق وقواعد علمية المجتمع الذي يجري اختيار رف العينة بأنها ذلك الجزء منتع :مفهوم العينات

 بحيث تمثل المجتمع تمثيلا صحيحا

 : العينات في البحوث  م مميزات استخداـ

 .والنفقاتلك اقتصادا في الجهد ا، وذهالمفردات وليس جميع نالعينات تكتفي بعدد محدود م -

 مل .وب الحصر الشالا سريعة في إعطاء نتائج البحوث مقارنة بأسهنأ -

 .يق في مصادر الأحكام واتخاذ القراراتاحث التعملبتتيح ل -

 .أقل عرضة للأخطاء مقارنة بالأساليب الأخرى هالأنم تستخدـ -

 .المعنية بإثراء البحوث العلمية الأصليةئل الوسا نا )العينات( مهيعد استخدام -

 .مجتمعلللها ا، وكذا نسبة تمثيها طريقة مناسبة، حيث إمكانية تحديد مدى الثقة في نتائجهأن -

 ( :العينة )أخطاء المعاينة معيوب استخدا

 م .العايل  الهاتف للحصول على عينة تمثل  الرأي دل متستخد نمصدر خاطئ، كأ ناخذ عينة م -

المجتمع  نخصائص مميزة عها ه المختارة من فئة معينة للك حينما يأخذ الباحث عينتحيز الشخصي، ويحدث ذالت -

 .يلالك

الأسر المبحوثة  بتقسيم نسكاللهمال العامل الجغرافي عند دراسة المستوى الاقتصادي جمع بيانات ناقصة، فمثلا إ -

 .لهاحسب دخو

 .العينة مما صغر حجـللخطأ كذا ال ورود هخطأ الصدفة، يزداد احتما -

 :أنواع العينات

ى نظرية لالتي لا تعتمد ع ا بطريقة غير عشوائية، أيلك العينات التي يتم اختيارهي تهو :العينات غير الاحتمالية- 

المجتمع ى لع يمتعملح للا لا تصهنتائج إنفثم  نوم مجتمع البحث تمثيلا دقيقا،ثل ا لا تمها أنهعيوب نوم الاحتمالات

 ثل المجتمع الأصلي الذي يقوم  بدراستها تمهى أنيراحث عينة ر البيختا نأ العينات نذا النوع مهة لأمث ن، وملهك

 .تمثيلا صادقا

 :لعينات الاحتماليةا

يئ فرص انتقاء هي أساس  ىلا، عهالإطار الخاص ب نا مهي العينة التي تختار وحدته العينة العشوائية البسيطة:- 

 .اهلجميع وحدات المجتمع المسحوبة منمتكافئة 

أو  سم ق كل نيأخذ مم ة ثـلفمخت أو طبقاتم المجتمع إلى أقسا يمذه الحالة ينبغي تقسهفي  :ائية الطبقيةالعينة العشو- 

 قة المناظرة لهام كل طبقة في العينة متناسبة مع حجم الطبحجـن يكون ى أعينة متجانسة بطريقة عشوائية، عل طبقة

 .يلالمجتمع الأصفي 

وحدة وأخرى ثابتة لجميع كل  نالمسافة أو المدة بي نا بحيث تكوهوحدات ياراختم يت العينة العشوائية المنتظمة:- 

 .وحدات العينة

ي بدلا لالمجتمع الأص نم تجمعات )عناقيد( تختار يق استخدامطر ني عينة تختار عهو العينة العشوائية العنقودية:- 

 . المجتمع هذا نء المفردات بصفة مباشرة مانتقا من

 : ribution d'échantillonnageDist نظرية المعاينة 

تنتشر في مجتمعاتنا المعاصرة عمليات الاستقصاء، ففي عالم الأعمال تقوم المؤسسات عن طريق مصالح التسويق 

ومصالح البحوث والتطوير بإجراء استقصاءات للإطلاع على توجهات المستهلكين، وفي وسائل الإعلام لا يمر يوم 

يع سياسية أو اجتماعية متعددة، منها ء أجرته مجلة أو جامعة حول مواضدون أن يعلن عن نتائج استقصا

السياسية للمواطنين أثناء الحملات الانتخابية. فما هي الأسس النظرية  راءالآالاستقصاءات المثيرة للجدل حول 
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نة على خصائص الرياضية التي تستند عليها الاستقصاءات المختلفة ؟ أو كيف يمكن الاستدلال من خلال بيانات عي

منه؟ الإجابة على هذه الأسئلة و غيرها تتطلب فهم العلاقات الرياضية بين الخصائص المختلفة  المجتمع الذي أخذت

 . للمجتمع مثل المتوسط، التباين وغيرها، والخصائص المناظرة لها في العينة وهو ما سنتناوله في هذا الفصل

 

هي عملية الحصول على عينة من المجتمع الإحصائي،  ينةالمعا:chantillonnageL’é مفهوم المعاينة •

وكان السحب مع الإرجاع فعدد الطرق  Nوكان حجم المجتمع   nفلو أردنا سحب عينة من المجتمع حجمها 

𝐶𝑁، أما لو كان السحب بدون إرجاع فعدد الطرق الممكنة هو  nNالممكنة لسحب العينة هو 
𝑛   : حيث𝐶𝑁

𝑛 =

 
𝑁!

𝑛!(𝑁−𝑛)!
310  =وكان السحب مع الإرجاع فيمكن سحب  03وحجم العينة  10ثلا لو كان حجم المجتمع ؛ فم

𝐶10عينة مختلفة ، أما إذا كان السحب بدون إرجاع فيمكن سحب  1000
3 = 

10!

3!(10−3)!
= ؛ عينة 120

 مختلفة.

      حصائية الواسعة والتوزيعات المشتقة منه ذكرنا في المحور الأول أهمية التوزيع الطبيعي في التطبيقات الإ

)مربع كاي، ستيودنت، فيشر( وسنذكر الآن دون برهان نظرية هامة تسمى نظرية النهاية المركزية والتي تلعب دورا 

 وزيع احتمالي للتوزيع الطبيعي عند تحقق شروط معينة.هاما في الإحصاء التطبيقي حيث تمكننا من تقريب أي ت

  Echantillon exhaustif et non exhaustif  يةذية والعينة غير النفاذفاالعينة الن •

ية ذعينة، نسمي هذه المعاينة غير نفاعندما يكون السحب بالإرجاع حيث يمكن أن تظهر المفردة أكثر من مرة في ال

 ية.ذن إرجاع معاينة نفايؤدي إلى تقليص عدد المفردات في المجتمع، والعكس نسمي المعاينة بدولأن تكرار العملية لا 

   Statistique de l’échantillonnageإحصائية المعاينة  •

...( ننطلق من بيانات العينة، حيث نحتاج إلى p   النسبة  σ² ، تباين المجتمعµلتقدير معالم المجتمع )متوسط المجتمع 

. بصفة عامة، نسمي كل قيمة تحسب انطلاقا  𝑃̂، النسبة في العينة S²، تباين العينة 𝑋̅الم مثل متوسط العينةحساب مع

من بيانات العينة من أجل تقدير قيمة معالم المجتمع إحصائية المعاينة. نظريا )رياضيا( إحصائية المعاينة هي كل دالة 

 عليها في العينة.في المتغيرات العشوائية التي تمثل القيم المحصل 

I - المعاينة للمتوسطات توزيع  

 سطاتلمعاينة للمتومتوسط توزيع ا 1

. ما هي القيمة المتوقعة لمتوسط عينة مسحوبة بالإرجاع مكونة من مفردتين 8، 6، 5، 3، 1ليكن المجتمع  :1ثال م

(𝐸(𝑋̅ ؟ أحسب متوسط المجتمعµ قارن بين .𝐸(𝑋̅) وµ من أجل تحديد ذلك أحسب جميع الحالات الممكنة  .

 حسب كل عينة. 𝑋̅للمتوسط 

 25= 5*5عددها:  5من مجتمع حجمه  n = 2ذات الحجم   ممكنةات الالعينالحل :
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 العينات الممكنة
ات الممكنة للعينة )معاينة غ المتوسط 

   𝑿̅𝒊ية(     ذنفا
(∑𝑿̅𝒊) 

(1, 1) (3, 1) (5, 1) (6, 1) (8, 1)  1 2 3 3,5 4,5 

115 

(1, 3) (3, 3) (5, 3) (6, 3) (8, 3)  2 3 4 4,5 5,5 

(1, 5) (3, 5) (5, 5) (6, 5) (8, 5)  3 4 5 5,5 6,5 

(1, 6) (3, 6) (5, 6) (6, 6) (8, 6)  3,5 4,5 5,5 6 7 

(1, 8) (3, 8) (5, 8) (6, 8) (8, 8)  4,5 5,5 6,5 7 8 

𝐸(𝑋̅𝑖)= (∑𝑋̅𝑖) / 25 = 4,6   هي متوسط قيمها وهي : 𝑋̅ ـالقيمة المتوقعة ل   

                           µ = (1 + 3 + 5 + 6 + 8)/5 = 4.6المجتمع:  حساب متوسط

 . في حالة السحب بدون إرجاع.1أوجد نفس مطالب المثال  .2مثال

𝐶5: العينات الممكنة عددها الحل :
2= 10 

 E(𝑋̅𝑖) = 𝜇𝑋̅ = (∑𝑋̅𝑖) / 10 = 4,6             :هي متوسط قيمها وهي 𝑋̅𝑖ـالقيمة المتوقعة  ل

                   µ = (1 + 3 + 5 + 6 + 8)/5 = 4.6متوسط المجتمع : 

متغيرة ع تمثل متوسط عينة مسحوبة من ذات المجتمع، فإن القيمة  𝑋̅𝑖م ع تمثل مجتمع ما و X إذا كانت  .1نظرية 

 E(𝑋̅) = 𝜇𝑋̅ = µ تكتب كما يلي:  E(𝑋̅)المتوقعة لمتوسط العينة 

 .  Xلقيم المتغيرة الأصلية  Xi ـلنرمز ب البرهان :

 
.

11
)(

11
)(  ====








=  n

nn
XiE

n
Xi

n
EXE

iii

 

 العينات الممكنة بدون إرجاع

 المتوسطات الممكنة للعينة أو  

  توزيع المعاينة للمتوسطات )معاينة نفادية(

                              𝑿̅𝒊 

(∑𝑿̅𝒊) 

(1, 3)     2     

(1, 5) (3, 5)    3 4   46 

(1, 6) (3, 6) (5, 6)   3,5 4,5 5,5   

(1, 8) (3, 5) (5, 8) (6, 8)  4,5 5,5 6,5 7  
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 تباين توزيع المعاينة للمتوسطات  2

 حالة المعاينة بالإرجاع  -أ   

علما  𝛿𝑋̅، أحسب التباين )والانحراف المعياري( لتوزيع المعاينة للمتوسطات 1 ثالأحسب تباين المجتمع في الم .مثال

أن العينة مسحوبة بالإرجاع )غ نفادية(، قارن بين تباين المجتمع وتباين متوسطات العينات الممكنة )توزيع المعاينة 

 للمتوسطات(. 

 الحل :

 

𝜹𝑿̅
𝟐

 = [∑(𝑋̅𝑖– 𝐸(𝑋̅))² ]/25 = 2.92; 

𝜹𝟐 = [∑i (xi – µ)² ]/5 = 5.84  

2.92 = 5.84 / 2 

 

 هذا المثال يمهد للنظرية التالية: 

متغيرة ع تمثل متوسط عينة مسحوبة من ذات المجتمع بالإرجاع،  𝑋̅𝑖م ع تمثل مجتمع ما و Xإذا كانت  .2نظرية 

𝜹𝑿̅     لي:للمتوسطات( يكتب كما ي )تباين توزيع المعاينة 𝑋̅𝑖فإن تباين 
𝟐 = 

𝜹𝟐

𝒏
 حجم العينة. nحيث         

 .  Xلقيم المتغيرة الأصلية  Xiلنرمز ب  البرهان:

 

 حالة المعاينة بدون إرجاع. -ب 

𝜹𝒙̅ أحسب تباين المتوسطات الممكنة للعينة  1ثال في الم :مثال
𝟐

قارن بين تباين  في حالة المعاينة بدون إرجاع،

 ين المتوسطات الممكنة للعينة.المجتمع وتبا

 

.
²

²
²

1
²

²

1
)(

²

11
)(

n
n

nn
XiV

n
Xi

n
VXV

iii


 ====








= 

𝑿̅ 

1 2 3 3,5 4,5 

2 3 4 4,5 5,5 

3 4 5 5,5 6,5 

3,5 4,5 5,5 6 7 

4,5 5,5 6,5 7 8 
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








−

−
=

15

25

2

84.5
19.2

 تباين المتوسطات الممكنة للعينة: الحل : 

𝜹𝑿̅
𝟐

= [∑(𝑋̅𝑖 – E(𝑋̅𝑖))² ]/10 = 2.19   

𝜹𝟐= [∑i (xi – µ)² ]/5 = 5.84 تباين المجتمع:                 

  أو بطريقة ثانية:

 𝜹𝟐 = E(X²) – E(X)²  

        = (1 + 9 + 25 + 36 + 64) / 5 - 4.6² = 5.84)  

 

             المقارنة بين تباين متوسط العينة و تباين المجتمع:

 هذا يمهد للنظرية التالية: 

مسحوبة من ذات  nمتغيرة ع تمثل متوسط عينة حجمها  𝑋̅𝑖و Nم ع تمثل مجتمع ما حجمه  Xإذا كانت . 3نظرية 

          )تباين توزيع المعاينة للمتوسطات( يكتب كما يلي: 𝑋̅𝑖المجتمع بدون إرجاع، فإن تباين 

𝜹𝑿̅
𝟐 = 

𝜹𝟐

𝒏
 (
𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
) 

 وتسمى النسبة 
𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
 معامل الإرجاع.  :

 𝑿̅طبيعة توزيع  3

 ندرس طبيعة توزيع متوسط توزيع المعاينة للمتوسطات من خلال النظريات التالية: 

ضا التوزيع فإن متوسط العينة المسحوبة منه يتبع أي δ²وتباين  µإذا كان المجتمع موزع طبيعيا بمتوسط   .4نظرية 

 N(µ ; δ²/n)            𝑿̅     ، ونكتبδ²/nوتباين  µالطبيعي بمتوسط 

 

لكن ليس  δ²وتباين  µإذا كان المجتمع الذي تسحب منه العينة ذو متوسط  . )نظرية النهاية المركزية(:5نظرية 

𝒛    أي 𝑿̅𝒊 بالضرورة طبيعيا فإن المتغيرة المعيارية ل  =
 𝑿̅𝒊−𝝁 
𝜹
√𝒏
⁄

تؤول إلى التوزيع الطبيعي المعياري عندما   

 .        N(0, 1)         Z         :ونكتب (n ≥ 30)كبيرا  nيكون 

𝜹𝑿̅  ـــب δ /√nية نستبدل العبارة ذالة المجتمع محدود والمعاينة نفافي ح = 
𝜹

√𝒏
 √(

𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
)      

 المتوسطات الممكنة للعينة أو 

توزيع المعاينة للمتوسطات )معاينة 

 نفادية(

                     𝑿̅𝒊 

2    

3 4   

3,5 4,5 5,5  

4,5 5,5 6,5 7 
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 n/N ≥ 0.05ل الإرجاع للانحراف المعياري عندما هذه الصيغة المعدلة بمعامعمليا يستخدم الإحصائيين 

 . نستخرج كل العينات الممكنة.  δ =12 و µ= 20بمتوسط   900مجتمع حجمه   :1 مثال

 :أحسب المتوسط والانحراف المعياري لتوزيع المعاينة للمتوسطات في حالة

 ،n = 36حجم العينة  ( 1) 

 (2) n = 64 .  

  E(𝐗̅𝐢) = µ = 20                                                 : الحل

(1) n = 36 :   n/N = 36/900 = 0.04 < 0.05 => 𝜹𝑿̅ =
𝜹

√𝒏
 = 
𝟏𝟐

√𝟑𝟔
 = 2   

  (2) n = 64 : N = 900 ;  
𝑛

𝑁
= 

64

900
= 0,071 > 0,05 

  𝜹𝑿̅ = 
𝟏𝟐

√𝟔𝟒
 √(

𝟗𝟎𝟎−𝟔𝟒

𝟗𝟎𝟎−𝟏
) =  𝟏, 𝟑𝟗𝟓  

 .22و 18 بينمحصورا  𝑋̅أحسب احتمال أن يكون  (n = 36)باستخدام معطيات المثال السابق . 2مثال

 .n = 64أحسب نفس الاحتمال في حالة  

 الحل :

I/ 𝒛𝟏 =
 𝑿̅𝟏−𝝁 
𝜹
√𝒏
⁄

 = 
 𝟏𝟖−𝟐𝟎 
𝟏𝟐

√𝟑𝟔
⁄

= −𝟏  ;  𝒁𝟐 = 𝟏 → 𝒑(−𝟏 < 𝑍 < 1) = 𝟎, 𝟔𝟖𝟐 

II /  𝒛𝟏 =
 𝑿̅𝟏−𝝁 
𝜹
√𝒏
⁄

𝟏

√(
𝑵−𝒏

𝑵−𝟏
)

 = 
 𝟏𝟖−𝟐𝟎 

𝟏,𝟑𝟗𝟓
= −𝟏, 𝟒𝟓  ;   𝒁𝟐 = 𝟏, 𝟒𝟓 

→ 𝒑(𝟏𝟖 < 𝑿̅ < 22)  → 𝒑(−𝟏, 𝟒𝟓 < 𝑍 < 1,45) = 𝟎, 𝟖𝟓 
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 ن تباين المجتمع الطبيعي مجهول :إذا كا 

العينة المسحوبة منه ونفرق هنا بين حالتين : باين المجتمع بتباين في هذه الحالة نقدر ت  

 :  n ≥ 30عندما يكون حجم العينة  •

; µ )       يكون توزيع الوسط الحسابي للعينة هو :
𝑆²

𝑛
)           𝑋̅ 

𝑆² هو تباين العينة ويحسب من العلاقة :   𝑆² حيث =  
∑(𝑥𝑖− 𝑥 ̅)²

𝑛−1
 

= N(0 ;1)            𝑍          هو :ع المعياري المقابل التوزيويكون      
𝑥̅− µ
𝑆
√𝑛
⁄

 

و    Xمن مجتمع  36، فما التوزيع الاحتمالي لمتوسط عينة عشوائية بحجم         X         N (7; σ²)إذا كان :  مثال :

𝑃(𝑋̅ ، ثم احسب  9نها ياتب > 8) . 

 الحل  : 

; N( µ            جتمع مجهول فإن :حيث أن تباين الم
𝑆²

𝑛
) = N( 7 ;

9

36
)              𝑋̅  

 =          N(0 ;1)         ولحساب الاحتمال المطلوب لاحظ أن :
𝑋̅− 7

0,5
   𝑍 = 

𝑋̅− 7
3
√36
⁄

 

 وبالتالي يكون الاحتمال المطلوب :

𝑃(𝑋̅ > 8) =  𝑃 (𝑍 >  
8 − 7 

0,5
) = 1 −  𝑃(𝑍 < 2) = 1 − 0,97725 = 0,0225 

 :  n < 30عندما يكون حجم العينة  •

  يكون توزيع الوسط الحسابي للعينة هو :

𝑇 =  
𝑋̅− µ
𝑆
√𝑛−1
⁄

               t (n-1) 

 {,5,87,7,99,10,9,8,8,} أوجد التوزيع الاحتمالي لوسط العينة   ;²σX            N (8 (إذا كان مثال:

𝑃(7ثم احسب  < 𝑋̅ < 10) . 
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 الحل : 

     يكون توزيع الوسط الحسابي للعينة هو     30وهو أقل من   n =10مجهول وحجم العينة  Xبما أن تباين المجتمع 

             t(9)   𝑋̅ : ؛ ولحساب الاحتمال المطلوب نجد أولا تباين العينة 

𝑋̅ =  
∑𝑋

𝑛
=  
80

10
= 8 

  

𝑆² =  
∑(𝑋 − 8)²

9
=  2 

𝑇 =  
𝑋̅− 8

1,414
√9
⁄

               t (9)        وبالتالي يكون التوزيع : 

 ويكون الاحتمال المطلوب :

𝑃(7 < 𝑋̅ < 10) =  𝑃

(

 
 7 − 8

1,414
√9
⁄

<  
𝑥̅ −  8
1,414

√9
⁄

< 
10 − 8

1,414
√9
⁄

)

 
 

 

= 𝑃(−2,12 < 𝑇9 < +4,24) 

= 𝑃(𝑇9 < 4,24) − [1 − 𝑃(𝑇9 < 2,12)] 

               = (0,995) − (0,025) = 0,97 

 وكان السحب بدون إرجاع فإنه :   n > 30إذا كان المجتمع طبيعي ذو حجم محدود وكان حجم العينة  ثالثا :

 يكون توزيع الوسط الحسابي للعينة هو :  ²σعند معلومية  •

𝑁 ( µ ;
σ²

𝑛
 
𝑁−𝑛 

𝑁−1
)           𝑋̅  

تم سحب عينة عشوائية بدون إرجاع بحجم  ²σ  64 =مشاهدة وتباينه 200من مجتمع بتوزيع طبيعي حجمه مثال : 

  مشاهدة، فما هو توزيع الوسط الحسابي للعينة ، ثم احسب  50

  𝑃(𝑋̅ >  .µ = 30  لما  (32

 حيث أن تباين المجتمع معلوم فإن توزيع الوسط الحسابي للعينة هو :  الحل :
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N(30 ;
64

50
 
200−50 

200−1
) = 𝑁(30; 0,96)           𝑋̅ 

N (0 ; 1)          𝑍                         : وبالتالي = 
𝑋̅−30 

√0,96
 

 ويكون الاحتمال المطلوب هو : 

𝑃(𝑋̅ > 32) = 𝑃 (𝑍 >  
32−30

√0,96
) = 𝑃 (𝑍 > 2,02)                

= 1 − 𝑃(𝑍 < 2,02) = 1 − 0,97831 = 0,02169  

 و : الحسابي للعينة ه يكون توزيع الوسط ²σعند مجهولية  •

𝑁 ( µ ;
𝑆²

𝑛
 
𝑁−𝑛 

𝑁−1
)           𝑋̅  

 في الحالة السابقة . ²σبدلا من تباين المجتمع  S²حيث تم استبدال تباين العينة 

 . S 49² =مجهول وكان تباين العينة  ²σأعد حل المثال السابق إذا كان  مثال :

 :توزيع الوسط الحسابي للعينة هو  حيث أن تباين المجتمع مجهول فإن الحل :

N(30 ;
49

50
 
200−50 

200−1
) = 𝑁(30; 0,74)           𝑋̅ 

N (0 ; 1)          𝑍  وبالتالي : = 
𝑋̅−30 

√0,74
 

 ويكون الاحتمال المطلوب هو : 

𝑃(𝑋̅ > 32) = 𝑃 (𝑍 >  
32−30

√0,74
) = 𝑃 (𝑍 > 2,32)                

= 1 − 𝑃(𝑍 < 2,32) = 1 − 0,98983 = 0,01017  

عند سحب عينة من مجتمع توزيعه مجهول أو يتبع توزيعا غير التوزيع الطبيعي، فإن توزيع الوسط  ملاحظة :

ب إلى التوزيع الطبيعي وذلك حسب نظرية النهاية المركزية ، حيث يكون :  n ≥ 30الحسابي للعينة التي حجمها   يُقَرَّ

 N(µ ;
𝑆²

𝑛
 )           𝑋̅  

بتباين  10مشاهدة من مجتمع مجهول التوزيع، فبلغ الوسط الحسابي للعينة  36تم سحب عينة عشوائية بحجم  مثال :

 ، فما هو التوزيع الاحتمالي لمتوسط قيم العينة . 12
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 مباشرة من الملاحظة السابقة يكون :  الحل  :

 N(10 ;
12

36
 )           𝑋̅  

II  - طي عينتين : توزيع الفرق بين متوس 

 ²2σ; 2N (µ            2X(و  1nوسحبت من مجتمعه عينة حجمها  µ            1X) ²1σ; 1N (كان إذا  : 1نظرية 

فإن  𝑋̅2و 𝑋̅1        وكان المجتمعين مستقلين وعرفنا المتغيرين العشوائيين 2nوسحبت من مجتمعه عينة حجمها 

𝑋̅1 − 𝑋̅2   وائيا للفرق بين متوسطي العينتين .ويمكن الحصول على الوسط الحسابي والتباين له غيرا عشيمثل مت

 كالتالي : 

µ𝑋̅1−𝑋̅2
= µ𝑋̅1 − µ𝑋̅2  

𝜎²𝑋̅1−𝑋̅2 = 𝜎²𝑋̅1 + 𝜎²𝑋̅2 = 
𝜎1
2

𝑛1
+ 
𝜎2
2

𝑛2
 

 توزيع الفرق بين وسطي العينتين :لات مختلفة لإيجاد وسنتحدث الآن عن حا

𝝈𝟏عند معلومية  – 1
𝝈𝟐و  𝟐

𝟐 : 

𝑋̅1 − 𝑋̅2          𝑁 (µ1 − µ2;  
𝜎1
2

𝑛1
+ 

𝜎2
2

𝑛2
) 

𝑍 = 
(𝑋̅1−𝑋̅2)−(µ1− µ2)

√
𝜎1
2

𝑛1
+ 
𝜎2
2

𝑛2

              𝑁 (0; 1) 

 مشاهدة  30وسحبت من مجتمعه عينة حجمها  N (30; 25)            1X إذا كان مثال :

مشاهدة أوجد توزيع الفرق بين متوسطي العينتين ؛  35وسحبت من مجتمعه عينة حجمها  N (20; 16)            2 Xو

𝑃(𝑋̅1ثم احسب الاحتمال − 𝑋̅2 < 12)  . 

 

𝑋̅1بالتطبيق المباشر للعلاقة :  : حلال − 𝑋̅2          𝑁 (µ1 − µ2;  
𝜎1
2

𝑛1
+ 

𝜎2
2

𝑛2
) 
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𝑋̅1نحصل على :  − 𝑋̅2          𝑁 (30 − 20;  
25

30
+ 

16

35
) = 𝑁(10; 1,29) 

 وبالتالي فإن : 

𝑍 =  
(𝑋̅1 − 𝑋̅2) − (µ1 − µ2)

√
𝜎1
2

𝑛1
+ 
𝜎2
2

𝑛2

= 
(𝑋̅1 − 𝑋̅2) − 10

√1,29
             

 فيكون الاحتمال المطلوب  هو : 

𝑃(𝑋̅1 − 𝑋̅2 < 12) = 𝑃 (
(𝑋̅1 − 𝑋̅2) − 10

√1,29
<  
12 − 10

√1,29
)  

= 𝑃 (𝑍 <  
12 − 10

√1,29
) 

= 𝑃 ( 𝑍 < 1,76) = 0,9608 

𝝈𝟏 ةمجهوليعند  – 2
𝝈𝟐و  𝟐

  :وحجم العينتين كبير 𝟐

 يتم استبدال تبايني المجتمعين في الصيغة السابقة بتبايني العينتين.

𝑋̅1 − 𝑋̅2          𝑁 (µ1 − µ2;  
𝑆1
2

𝑛1
+ 

𝑆2
2

𝑛2
) 

فكان الانحراف  يوما 40ة عشوائية تمثل إنتاج كلغ من الأرز كمعدل يومي ، سحبت منه عين 700معمل ينتج  مثال :

فكان  يوما 35سحبت منه عينة عشوائية تمثل إنتاج يومي ، كلغ كمعدل  500. معمل آخر ينتج كلغ 40المعياري لها  

 فما هو التوزيع الاحتمالي للفرق بين متوسطي العينتين، ثم احسب الاحتمال التالي :  كلغ. 20الانحراف المعياري لها  

𝑃 (180 < 𝑋̅1− 𝑋̅2 < 210) 

𝑆1 لدينا من المسألة  الحل :
2 = 𝑆2  و  1600

2 = إذن  30وكليهما أكبر من  352n=و  401n =حيث أن و     400

 يكون توزيع الفرق بين العينتين هو : 

  𝑋̅1 − 𝑋̅2          𝑁 (700 −  500;  
1600

40
+ 

400

35
)        

𝑋̅1 − 𝑋̅2          𝑁 (200;   51,43) 

 وبالتالي : 
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𝑍 = 
(𝑋̅1−𝑋̅2)−200

√51,43
              𝑁 (0; 1) 

 لذلك يكون الاحتمال المطلوب هو :

𝑃(180 < 𝑋̅1 − 𝑋̅2 < 210) = 𝑃(
180 − 200

√51,43
<
(𝑋̅1 − 𝑋̅2) − 200

√51,43
<  
210 − 200

√51,43
) 

= 𝑃 (−2,79 < 𝑍 < 1,39) = 𝑃(𝑍 < 1,39) + 𝑃(𝑍 < 2,79) − 1 

    = 0,91774 + 0,99736 − 1 = 0,9151 

التوزيع أعلاه يصلح أيضا عند السحب من مجتمعين غير طبيعيين أو مجهولي التوزيع بشرط كبر حجم  : 1 ملاحظة

 العينة ، وذلك استنادا لنظرية النهاية المركزية .

𝑋̅1لمجموع إحصائيتين )عند الحديث عن توزيع المعاينة  : 2ملاحظة  + 𝑋̅2 فإن الوسط الحسابي والتباين لهذا )

 ن وفق الصيغتين التاليتين : النوع من التوزيع يكو

𝜇𝑥̅1+𝑥̅2 = 𝜇𝑥̅1 + 𝜇𝑥̅2 = 𝜇1 + 𝜇2 

𝜎²𝑋̅1+𝑋̅2 = 𝜎²𝑋̅1 + 𝜎²𝑋̅2 = 
𝜎1
2

𝑛1
+ 
𝜎2
2

𝑛2
 

𝝈𝟏 مجهوليةعند  – 2
𝝈𝟐و  𝟐

  :(  30صغير )أقل من وحجم العينتين  𝟐

 المعياري للفرقإن قيمة التباينات في المجتمعات غالبا ما تكون مجهولة، وعليه عند تقدير الانحراف 

 (𝑋̅1 − 𝑋̅2) ينيتن مستقلتين وصغيرتا الحجم فإن إذا كانت الع بالإضافة لذلكعلينا أن نستخدم تبايني العينتين ؛

𝑋̅1)توزيع المعاينة لــ  − 𝑋̅2) له توزيع  ليس له توزيع طبيعي ، بل( ستيودنتt)  بدرجات حرية(v.) 

 ونميز هنا حالتين : 

  المجتمعين مجهولين ومتساويين :حالة تبايني  -أ     

𝝈𝟏ليكن 
𝝈𝟐لقيمة ، وكان جتمع الأول وهو مجهول اهو التباين الخاص بالم  𝟐

التباين الخاص بالمجتمع الثاني وهو  𝟐

𝝈𝟏مجهول القيمة أيضا ، وكان 
𝟐  =𝝈𝟐

 حيث :   𝝈𝟐؛ فإن التباين المشترك لهما )وهو مجهول أيضا( هو  𝟐

  𝝈𝟐 = 𝝈𝟏
𝟐 = 𝝈𝟐

𝑋̅1)ي للفرق ومنه تكون صيغة الانحراف المعيار  𝟐 − 𝑋̅2 : على الشكل التالي ) 

𝜎𝑋̅1−𝑋̅2 = √
𝜎1
2

𝑛1
+ 
𝜎2
2

𝑛2
= √

𝜎2

𝑛1
+ 
𝜎2

𝑛2
= √𝜎2 (

1

𝑛1
+ 
1

𝑛2
) 
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𝑆1  تبايني العينيتين مجهول القيمة فإننا نستطيع تقديره باستخدام  𝝈𝟐وبما أن التباين المشترك 
𝑆2 و  2

؛ حيث يكون 2

𝑆1 تقدير التباين هو متوسط مرجح للقيم 
𝑆2 و   2

ولكي يكون  وتكون الترجيحات مبينية على أساس حجم العينات .2

( n2V =2 – 1) و(  n1V =1 –  1)فإننا يجب أن نستخدم درجات الحرية  𝝈𝟐تقدير التباين تقديرا غير متحيزا لـ 

 .بشكل مباشر 2nو  1nبدلا من استخدام حجم العينيتن كترجيحات 

𝑺𝒑هو  𝝈𝟐وبناء على ذلك فإن مقدر التباين المشترك 
  ويعطى بالصيغة التالية :  𝟐

 ومنه يكون : 

 

𝑺𝒑حيث يسمى 
لمعلومات ون من تجميع اوذلك لأنه مك "pooled simple varianceبتيباين العينة التجميعي "   𝟐

 عن العينيتين معا .

𝜎1وتباينه  µ1سحبت من مجتمع وسطه  1n هو الوسط الحسابي لعينة عشوائية حجمها  𝑋̅1إذا كان :  2نظرية 
2  ،

ينه وتبا µ2سحبت من مجتمع آخر مستقل عن الأول وسطه  2n هو الوسط الحسابي لعينة عشوائية حجمها  𝑋̅2وكان 

𝜎2
 ( وتبايني المجتمعين مجهولين ومتساويين فإن المتغير : 30، وكان حجم العينتين صغير )أقل من 2

𝑇 =  
[(𝑋̅1 − 𝑋̅2) − (µ1 − µ2)  ] 

√𝑺𝒑𝟐 (
1
𝑛1
+ 
1
𝑛2
)

→ 𝑡𝑣  ;      𝑣 = 𝑛1 + 𝑛2 − 2  

 22ذت عينة عشوائية أخرى حجمها ؛ وأخ 35ن مجتمع إحصائي وسطه م 18أخذت عينة عشوائية حجمها   مثال :

، وكان تبايني المجتمعين  9و  6، فإذا كان تبايني العينتين هما على التوالي : 33من مجتمع إحصائي وسطه 

 .  3ين أقل من مجهولين ومتساويين . فأوجد احتمال أن يكون الفرق بين متوسطي هاتين العينت

 

 الحل :

𝒏𝟏لدينا  :  = 𝟏𝟖 ;  𝒏𝟐 = 𝟐𝟐 ;  𝝁𝟏 = 𝟑𝟓;     𝝁𝟐 = 𝟑𝟑 ;  𝑺𝟏
𝟐 = 𝟔 ; 𝑺𝟐

𝟐 = 𝟗   

𝑣بدرجة حرية  tبما أن تبايني المجتمعين مجهولين ومتساويين نستخدم توزيع  = 𝑛1 + 𝑛2 − 2 

 يجاد الاحتمال التالي : لإوذلك 
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𝑃(𝑋̅1 − 𝑋̅2 < 3) = 𝑃

(

 
(𝑋̅1 − 𝑋̅2) − (µ1 − µ2)

√𝑺𝒑𝟐 (
1
𝑛1
+ 
1
𝑛2
)

<  
3 − (35 − 33)

√𝑺𝒑
𝟐 (
1
18 + 

1
22
))

   

𝑺𝒑الآن نقوم بحساب 
 حيث :   𝟐

 

𝑆𝑝
2 = 

(18 − 1) ∗ 6 + (22 − 1) ∗ 9

18 + 22 − 2
= 7,66 

𝑃(𝑋̅1 − 𝑋̅2 < 3) = 𝑃

(

 𝑇 <
1

√(7,66) ∗ (
1
18 +

1
22
))

 
 

𝑃(𝑇38 < 1,1376) = 0,9 

𝑃(𝑋̅1إذن  :  − 𝑋̅2 < 3) = 0,9                                     

  متساويين :غير مجهولين وحالة تبايني المجتمعين  -ب 

ن هما الوسطين الحسابيين لعينتين مستقلتين صغيرتي الحجم تم سحبهما من مجتمعين ذو متوسطي 𝑋̅2 و  𝑋̅1 إذا كان 

µ1  وµ2  وذو تباينين مجهولين وغير متساويين فإننا نستطيع تقدير الانحراف المعياري للفرق(𝑋̅1 − 𝑋̅2) 

𝑺𝟏باستخدام تبايني العينيتين مباشرة 
𝑺𝟐و  𝟐

  وذلك كما يلي  : 𝟐

𝜎𝑋̅1−𝑋̅2 = √
𝑆1
2

𝑛1
+ 
𝑆2
2

𝑛2
 

𝑇           فإن :                 وعليه = 
[(𝑋̅1−𝑋̅2)− (µ1− µ2)  ] 

√(
𝑆1
2

𝑛1
+ 
𝑆2
2

𝑛2
)

→ 𝑡𝑣 
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vويتم حساب درجة الحرية بالصيغة المركبة التالية  :    =  

(
𝑆1
2

𝑛1
+ 
𝑆2
2

𝑛2
)

2

(
𝑆1
2

𝑛1
)

2

(𝑛1−1)
+

(
𝑆2
2

𝑛2
)

2

(𝑛2−1)

 

، وكانت  15مثال : إذا كانت نقاط طلبة السنة الثانية علوم اقتصادية في مقياس الإحصاء لديها وسط حسابي قدره 

؛ وقمنا باختيار عينة عشوائية  10نقاط طلبة السنة الثانية محاسبة ومالية في نفس المقياس لديها وسط حسابي قدره 

 6طالب ؛ وكان تباين العينة الأولى  20طالب ، وعينة من المجموعة الثانية قدرها  25حجمها  الأولىمن المجموعة 

، مع العلم أن تبايني  6فأوجد احتمال أن يكون الفرق بين متوسطي العينيتين أكثر من .  4وتباين العينة الثانية 

 المجتمعين مجهولين وغير متساويين . 

 الحل : 

𝒏𝟏ا  : لدين = 𝟐𝟓 ;  𝒏𝟐 = 𝟐𝟎 ;  𝝁𝟏 = 𝟏𝟓;     𝝁𝟐 = 𝟏𝟎 ;  𝑺𝟏
𝟐 = 𝟔 ; 𝑺𝟐

𝟐 = 𝟒   

 بدرجة حرية tبما أن تبايني المجتمعين مجهولين وغير متساويين نستخدم توزيع 

𝑣 =
(
𝑆1
2

𝑛1
+ 
𝑆2
2

𝑛2
)
2

(
𝑆1
2

𝑛1
)
2

(𝑛1 − 1)
+

(
𝑆2
2

𝑛2
)
2

(𝑛2 − 1)

=

(
6
25
+ 
4
20
)
2

(
6
25
)
2

(25 − 1)
+

(
4
20
)
2

(20 − 1)

= 43 

 يجاد الاحتمال التالي : لإوذلك 

𝑃(𝑋̅1 − 𝑋̅2 > 6) = 𝑃

(

 
 
 
(𝑋̅1 − 𝑋̅2) − (µ1 − µ2)

√(
𝑆1
2

𝑛1
+ 
𝑆2
2

𝑛2
)

>  
6 − (15 − 10)

√(
6
25
+ 
4
20
)

)

 
 
 

 

𝑃 (𝑇43 > 1,5076) = 1 − 𝑃 (𝑇43 ≤ 1,5076) = 1 − 0,95 = 0,05  

𝑃(𝑋̅1إذن  :  − 𝑋̅2 > 6) = 0,05                                     
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III -  توزيع النسبة للعينة  : 

في المجتمع الإحصائي ونرمز لها في المجتمعات الإحصائية التي تتبع توزيع ذي الحدين نسبة لخاصية معينة ندرسها 

على  Xمثل نسبة الصالح من إنتاج مصنع معين، حيث يتم حساب النسبة بقسمة مجموع مفردات الخاصية ،  Pبالرمز 

𝐏أي أن  Nحجم المجتمع  =  
𝐗

𝐍
قد تختلف النسب لهذه  Nمن مجتمع حجمه  n، فلو أخذنا جميع العينات التي حجمها  

سلوك هذه النسب هو سلوك متغير عشوائي وبالتالي هذا المتغير العشوائي له توزيع احتمالي  العينات، مما يعني أن

وبعدد مفردات  P̂الرمز مستمد من توزيع المجتمع الذي سحبت منه العينات، وسنرمز لنسبة الظاهرة في العينة ب

𝐏̂في العينة فتكون نسبة الخاصية  Xالخاصية فيها   =  
𝐗

𝐧
  . 

 نسبة تمثل متغير عشوائي له توزيع احتمالي يسمى توزيع النسبة حيث يكون وسطه الحسابي : إن هذه ال

𝜇P̂ = 𝐸(P̂) = 𝐸 (
𝑋

𝑛
) =  

1

𝑛
 𝐸(𝑋) = 𝑃  

 ويكون تباينه هو : 

𝜎²P̂ = 𝑉(P̂) = 𝑉 (
𝑋

𝑛
) =  

1

𝑛²
 𝑉(𝑋) =  

1

𝑛²
 ∗ 𝑛𝑝 (1 − 𝑝) =  

𝑝(1 − 𝑝)

𝑛
 

ــ وهي موضوع دراستنا ــ يقرب التوزيع للتوزيع الطبيعي وذلك استنادا لنظرية  n ≥ 30يرة وفي حالة العينات الكب

 النهاية المركزية ونعبر عن ذلك بالصيغة 

𝐙 =  
𝐏̂− 𝛍𝐩  

𝛔𝐩
                  N(0 , 1)  

 500عبوة تبين أن منها  2200سحبت من إنتاجه عينة حجمه  عبوات كبيرة الحجم ، %25مصنع ينتج عادة  مثال :

 عبوة كبيرة الحجم . 

من العبوات الكبيرة في فترة  %26أوجد توزيع النسبة للعبوات الكبيرة ثم احسب احتمال أن المصنع ينتج أقل من 

 إجراء البحث .

حساب كبير وب ولاحظ أن حجم العينة،  P = 0,25لاحظ أن المجتمع هنا هو مجتمع ذو حدين بنسبة نجاح  الحل :

 وسط التوزيع وتباينه نجد أن :

𝜇𝑝̂ = 𝑝 = 0,25 

. 
𝑛

𝑁
= 

500

2200
= 0,227 ≫ 0,05 → 𝜎²𝑝̂ = 

𝑝(1−𝑝)

𝑛
∗
𝑁−𝑛

𝑁−1
=
0,25∗0,75

500
∗
2200−500

2200−1
= 0,00031   

n = 500  ≫ 30   →  P̂                 N(0 ; 1) ؛      )حسب نظرية النهاية المركزية ( 

Z =  
P̂− 𝜇p̂  

σp̂
= 

P̂−0,25

0,0176
                  N(0 , 1) 

هذا التوزيع عبارة عن توزيع ثنائي خاص بالمتغيرات العشوائية المنقطعة ، ولكي نتمكن من استعمال 

التوزيع الطبيعي في حساب الاحتمال المطلوب يتم تقريب التوزيع الثنائي المنقطع إلى التوزيع الطبيعي 

 لقيام بتصحيح الاستمرارية حسب القاعدة التالية : لمستمر وهو ما يتطلب اا

𝑃 (𝑝 ̅ < 𝑝) = 𝑃 (𝑝̅ < 𝑝 −
1

2𝑛
) 
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𝑃 (𝑝 ̅ > 𝑝) = 𝑃 (𝑝̅ > 𝑝 +
1

2𝑛
) 

𝑃 (P̂ < 0,26) = 𝑃 (𝑝 < 0,26 − 
1

2 (500)
) = 𝑃(𝑝 < 0,259) 

→ 𝑃 (𝑍 <
0,259−0,25

0,0176
) = 𝑃 (𝑍 < 0,51) =  0,69497.  

IV - لفرق بين نسبتين :توزيع ا  

وسحبت  P2 b(N           2  X ;2(و 1n 30≤وسحبت من مجتمعه عينة حجمها  N           1 X) P1 b ;1(بفرض أن

P̂1وكان المجتمعين مستقلين فإن :  302n≤ عينة من مجتمعه عينة حجمها − P̂2  يمثل متغيرا عشوائيا للفرق بين

 الحسابي والتباين له كالتالي :  نسبتي العينتين. ويكون الوسط

𝜇𝑝̂1− 𝑝̂2 = 𝜇𝑝̂1 −  𝜇𝑝̂2 = 𝑃1 − 𝑃2 

𝜎²𝑝̂1−𝑝̂2 = 𝜎²𝑝̂1 +  𝜎²𝑝̂2 = 
𝑃1(1 − 𝑃1)

𝑛1
+ 
𝑃2(1 − 𝑃2)

𝑛2
  

 ويكون توزيع فرق النسب :

𝑍 =  
(P̂1− P̂2)−(𝑃1− 𝑃2)

√
𝑃1(1− 𝑃1)

𝑛1
+ 
𝑃2(1− 𝑃2)

𝑛2

              N(0;1) 

، فإذا سحبت عينتين عشوائيا  0,2تبلغ  )ب( وفي مؤسسة 0,3إذا علم أن نسبة الذكور في مؤسسة )أ( تبلغ  مثال :

فما احتمال أن يكون الفرق بين نسبتي  200ة )ب( بحجم والثانية من المؤسس 100الأولى من المؤسسة )أ( بحجم 

 . %06الذكور في العينتين أكبر من 

 لاحظ أن التوزيع هو توزيع فرق بين نسبتين بوسط حسابي وتباين :  الحل :

𝜇𝑝̂1− 𝑝̂2 = 𝑃1 − 𝑃2 = 0,3 − 0,2 = 0,1 

𝜎²𝑝̂1− 𝑝̂2 = 𝜎²𝑝1 +  𝜎²𝑝̂2 = 
0,3 ∗ 0,7 

100
+ 
0,2 ∗ 0,8

200
= 0,0029 

 ويكون توزيع فرق النسب :

𝑍 =  
(P̂1− P̂2)−0,1

0,054
              N(0;1) 

 فيكون الاحتمال المطلوب هو : 
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𝑃((𝑝̂1 − 𝑝̂2) > 0,06) = 𝑃 (𝑝̂1 − 𝑝̂2 > 0,06 + 
1

2(100 + 200)
) = 𝑃 (𝑝̂1 − 𝑝̂2 > 0,0617) 

→ 𝑃 (𝑍 >
0,0617 −  0,1

0,054
)  = 𝑃(𝑍 > −0,71) = 𝑃(𝑍 ≤ 0,71) = 0,76115 

V - : توزيع التباين للعينة 

𝝌𝟎يكون توزيع التباين كالتالي :             
𝟐 = 

(n−1)δ²

σ²
            𝝌²(𝒏−𝟏) 

 وكتطبيق على هذا التوزيع نستعرض المثال التالي:

، احسب احتمال أن يزيد تباين  9مشاهدة من مجتمع توزيع طبيعي تباينه  20سحبت عينة عشوائية بحجم  مثال :

 .  15العينة عن 

𝝌𝟎                           حيث أن   الحل :
𝟐 = 

19 δ²

9
            𝝌²(𝟏𝟗) 

 

𝑃(𝛿2 و الاحتمال المطلوب : > 15) = 𝑃 (
19 𝑆2

9
>
19∗15

9
) = 𝑃 (χ0

2 > 31,67) 

= 1 − 𝑃 (χ0
2 ≤ 31,67) = 0,025   

وهي  الموالية لها قيمة الفنأخذ  𝝌²الخاص بتوزيع  3غير موجودة في الجدول رقم  31,67لاحظ أن القيمة 

 .  0,975كون الاحتمال الموافق لها هو ، وي 32,85
 
 
 

VI -  : توزيع النسبة بين تباين عينتين 
 

اينات وليس يعتبر هذا التوزيع من التوزيعات الهامة التي تبحث في تجانس المجتمعات ونلجأ لحساب النسب بين التب
 الفرق بينها لسهولة دراسة النسب وتفسيرها .

𝜹𝟏وتباينها  1nفإذا سحبت عينة حجمها 
𝐍(𝛍𝟏; 𝝈𝟏من مجتمع  𝟐

𝜹𝟐وتباينها  2nوعينة أخرى حجمها  (𝟐
من مجتمع  𝟐

𝐍(𝛍𝟐; 𝛔𝟐
 مستقل عن المجتمع الأول فإن :  (𝟐

(𝑛1 − 1)𝛿1
2

𝜎1
2  →   𝝌(𝒏𝟏−𝟏)

²   ; 
(𝑛2 − 1)𝛿2

2

𝜎2
2  →   𝝌(𝒏𝟐−𝟏)

²     
 وبالتالي :

(𝑛1 − 1)𝛿1
2

𝜎1
2

(𝑛1 − 1)
⁄

(𝑛2 − 1)𝛿2
2

𝜎2
2

(𝑛2 − 1)
⁄

    → 𝐹(𝑛1 − 1; 𝑛2 − 1) 

 بعد تبسيط الطرف الأيسر نحصل على : 
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𝐹 =  

𝛿1
2

𝜎1
2⁄

𝛿2
2

𝜎2
2⁄

 → 𝐹(𝑛1 − 1; 𝑛2 − 1) 

 وإذا تساوى تبايني المجتمعين فإن :   

𝛿1
2

𝛿2
2 → 𝐹(𝑛1 − 1; 𝑛2 − 1)  

من مجتمع طبيعي  21، وسحبت عينة أخرى حجمها  9من مجتمع طبيعي تباينه  51عينة حجمها  سحبتمثال :
 تمع الأول . مستقل عن المج 25تباينه 

 . 0,8 أو يساوي أوجد احتمال النسبة بين تبايني العينتين أقل من
 حيث أن  :                  : الحل 

            𝐹 =  

𝛿1
2

9
⁄

𝛿2
2

25
⁄

 → 𝐹(14; 20) 

𝑃 (
𝛿1
2

𝛿2
2 ≤ 0,8) = 𝑃

(

 
𝛿1
2

9
⁄

𝛿2
2

25
⁄

≤ 0,8 (
25

9
)

)

                           ∶  فإن   

 = 𝑃(𝐹 ≤ 2,22) =  0,95
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العينة والمعالم المناظرة لها في معالم  مجموعة من النظريات العلاقة الرياضية بين  من خلال  السابق درسنا  لمحور  في ا
لتباين، النسبة...كما درسنا العلاقة بين شكل توزيع المجتمع وشكل التوزيع الاحتمالي االمجتمع مثل المتوسط،  

لمعالم العينة. تظهر هذه العلاقات كتوصيف لخصائص العينة ومعالمها ولكنها تستخدم أكثر لتقدير خصائص 
 . ورومعالم المجتمع محل الدراسة، وهذا ما سنتعرف عليه في هذا المح

 مفاهيم أساسية  :  أولا

 بعض خصائص المقدر 2
نحتاج إلى اختيار الإحصائية المناسبة في العينة لتقدير هذه المعلمة.   ،لتقدير معلمة من معالم مجتمع محل دراسة

متوسط   من خلال   µغالبا ما تكون المعلمة المناظرة في العينة هي أحسن مقدر، كأن نقدر متوسط المجتمع  
 . تسمى الإحصائية المستخدمة في التقدير المقدر. mµ العينة

 المقدر غير المتحيز  (أ)

لمعلمة المجتمع إذا كان متوساااااااااااااها أو توقعها    sans biaisنقول عن إحصااااااااااااائية ما متا مقدر غ  مت ي  
 لمعلمة المجتمع.  الرياضي مساويا

في المقابل   .  E(m) = µلأن    µوسط المجتمع  تمقدر غ  مت ي  لمأنه    m: نقول عن متوسط العينة  مثال
 E(S²) = σ² (n-1)/n ≠ σ² لأن   σ²مقدر مت ي  ل  في معاينة بالإرجاع أتا    S²نسمي الإحصائية  

 مقدرا غ  مت ي  في معاينة بالإرجاع.   S²n/(n-1)  S’² =، بينما تعتبر الاحصائية

   الكفاءة ( ب)

اين لتوزيع المعاينة للإحصائية، فإذا كان لمقدرين بمقدر ما بمقدار الت (efficacité)تتعلق كفاءة  
 )إحصائيتين( نفس المتوسط نقول عن المقدر ذو توزيع المعاينة الأقل تباينا أنه الأكثر كفاءة. 

المتوسط لكن يعتبر    ،    µ: لكل من توزيعي المعاينة للمتوسط والوسيط نفس المتوسط هو متوسط المجتمع مثال
m  سط المجتمع و مقدرا أكثر كفاءة لمتµ     من الوسيط لأن تباين توزيع المعاينة للمتوسااتV(m) = σ²/n 

 أقل من تباين توزيع المعاينة للوسيط :
V(méd) = σ²π/2n = (σ²/n) (3.14159/2)      >      σ²/n . 

 ة استخدام مقدرات فعالة وغ  مت ي ة هو الأفضل، إلا أنه قد يلجأ لمقدرات أخرى لسهول أن  من البديهي  
 الحصول عليها. 

      convergeance  التقارب (ج)

 إذا كان يؤول إلى قيمة المعلمة المقدرة عندما يؤول حجم العينة إلى ما لا تاية.  نقول عن مقدر أنه متقارب

35
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 : يعتبر متوسط العينة مقدرا متقاربا لمتوسط المجتمع لأن: مثال

 
 . والتقدير بمجال التقدير النقطي 3

 ، و أحيانا أخرى تقدير نقطيلمعلمة مجتمع بقيمة واحدة ونقول عن هذا التقدير أنه    قد نحتاج إلى تقدير
إلى تقدير معلمة المجتمع بنقاتين يحددان مجال لقيمة المعلمة ونقول عن هذا النوع من التقدير أنه   نحتاج 

 . تقدير بمجال
ل الأسرة تقديرا نقايا. خدج، نكون قد قدرنا د  18000: إذا قدرنا دخل الأسرة في مناقة ما ب    مثال

 16000  أي أنه يتراوح بين  2000±    18000يكون تقديرنا بمجال إذا قلنا مثلا أن الدخل يساوي  
 دج. 20000و

   درجة التأكد (أ)

لكي يكون التقادير علمياا ينب ي تقييم احتماال أن تكون المعلماة تنتمي فعلا إلى المجاال المحادد، لاذلا  نل ق  
. الاحتمال المعاكس يسااامى احتمال الخاأ ويرم   pويرم  له ب   توى الثقة،سااابالمجال ما يسااامى بدرجة أو م

 ، ويسمى أيضا ""مستوى المعنوية".α له ب 
]  مثال: المجال  ينتمي إلى  )أ(  المناقة  الأسرة في  معنوية  [  20000،  16000دخل  أي    %5بمستوى 

 . حدود الثقة  20000و  16000. وتسمي الحدود     %95بمستوى ثقة  

  مجال الثقة دتعيين حدو  ( ب)

تحدد حدود الثقة من خلال معاملات الثقة التي بدورها تحدد من خلال مسااااااتوى المعنوية )مسااااااتوى الثقة(.  
معاملات الثقة من أجل مساتوى ثقة    1.96ففي حالة اساتخدام التوزيع الابيعي للتقدير تكون القيمتين ± 

 .   % 99ى ثقة و تمثلان معاملات الثقة من أجل مست  2.58±بينما القيمتين  95%
 
 
 
 
 
 
 

.0
²

)(,)( ⎯⎯⎯ →⎯==
⎯→⎯nn

mVmE




f(z) 

-z1-α/2         0         z1-α/2 

z 
1-α 

 مجال الثقة

 مجال الثقة للتوزيع الطبيعي      1 رسم
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. إذا كان    µ = sµحيث  sمتوساااااااااااط وانحراف معياري توزيع المعاينة لإحصاااااااااااائية ما   sσو  sµليكن  مثال:

( فإننا    (n ≥ 30) توزيعا طبيعيا )كما هو الحال بالنسااااااابة لأغلئ الإحصاااااااائيات عندما sتوزيع المعاينة ل 
 أن: sنقدر مثلا وبالنظر إلى توزيع 

   .% 99حدود الثقة ب   sσ2.58 ± sµ   و،  %  95ب    حدود الثقةتمثلان    sσ1.96 ± sµالقيمتين     
 .  )أنظر الرسم(  α-1Z/2 أو    cZفي حالة التوزيع الابيعي يرم  لحدود الثقة ب  

 التقدير بمجال ثانيا: 

 مجال الثقة للمتوسط-1

 . mمن خلال الإحصائية   µيقدر متوسط المجتمع  

 باستخدام التوزيع الطبيعي     µتقدير  -أ   (ج)

نستخدم التوزيع الابيعي لت ديد مجال الثقة إذا علمنا أن المجتمع الذي س بت منه العينة يتبع التوزيع 
 الابيعي.

تتبع   mأن    1نظرية النهاية المرك يةيمكن كذل  الاستفادة من    )n ≤  (30وفي حالة العينة الممتدة  
 . التوزيع الابيعي

 تكتئ حدود مجال الثقة كما يلي:

      
أو  
 

    

         مجهول: σ في حالةو  

حيث تصبح الصي ة  ( والمعاينة نفاديةNو نستخدم هذه الصي ة إلا إذا كان المجتمع محدود )ذا حجم  
 كالآتي: 

 
في الصيغ السابقة بالمقدر   σمجهولا، ولذل  نعوض    σإلا أنه غالبا ما يكون الانحراف المعياري للمجتمع  

S’   أوS . 
 التي تمثل حدود مجال الثقة بحسئ مستوى الثقة :    czالجدول الآتي يبين قيم  

 
 س المتوسط. ي ول - في حالة كون العينة كب ة بما فيه الكفاية- التي تخص في الحقيقة توزيع مجموع قيم العينة    1

n

S
zm c

'


1−


n

S
zm c

n
zm c




1−

−


N

nN

n
zm c



37



 تقدير  المحور الثالث : ال

 

 

  

 

-1مستوى الثقة   
α 

0.99 0.98 0.95 0.90 0.8 0.5 

α    0.5 0.2 0.10 0.05 0.02 0.01 مستوى المعنوية 
  1- α/2 0.995 0.99 0.975 0.95 0.9 0.75 

/2α-1Z 82.5 2.326 1.96 1.645 1.282 0.674 
( أي بمستوى 0.95) %95بمستوى ثقة     mσ96.1 ± mداخل المجال  يوجد  µ: نقدر أن  مثال
 أي بمستوى معنوية    %99بمستوى ثقة    mσ58.± 2 mوداخل المجال  (،  0.05)    %  5معنوية  
0.01 ... 

 :  tباستخدام التوزيع    µتقدير  (د)

. µمجهول نستخدم توزيع ستيودنت لت ديد مجالات الثقة ل    σو(n < 30)في حالة العينة الص  ة  
  -t 0.975t ;0.975من المساحة تحت المن نى ونقول أن     % 95تحد      0.975t  ؛  -0.975t مثلا القيم

 ونكتئ:    %95ثقة    ىتمثل القيم الحرجة أو معاملات الثقة عند مستو 

 
 كما يلي:    µومنه نستخلص مجال الثقة ل 

 
 مجال الثقة للنسبة - 2

 :  (n ≥ 30)العينة الممتدة  و   المجتمع غير محدود أو المعاينة غير نفاديةحالة   (أ)

مستخرجة من مجتمع ثنائي حيث   n ≥ 30إحصائية تمثل نسبة "نجاحات" في عينة ذات حجم    sلتكن  
p ستعمل التوزيع الابيعي لتقدير ت حات.هي نسبة النجاp   حدود الثقة ل فنعينp   :كما يليp’ ± 
 pσcz  أينp’   ،نسبة النجاحات في العينة 

نعلم من الفصل السابق أن 
   

 كما يلي:  pومنه يحدد مجال الثقة ل  

n
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 مجال الثقة للتباين  3

 .لتقدير التباين والانحراف المعياري لمجتمع بمجال ثقة نستعمل الخاصية : 

 يحدد كما يلي:   %95مجال الثقة ب مثال:

 
 كما يلي:   σومنه نستنتج مجال الثقة ل 

 
ال الثقة أكثر إذا لم غ  متماثل فإن المجال أعلاه ليس الأمثل، إذ توجد طريقة لتضييق مج  2نظرا لأن توزيع ك

 نشأ أن تكون أطراف المن نى متساوية، وهذا بخلاف التوزيعات المتماثلة كالابيعي وستيودنت. 

 مجالات الثقة لنسبة تباينين 4
وس بنا    2²σ,  1²σ تبايناهما    طبيعيان ( أنه إذا كان لدينا مجتمعان  5من الفصل    11رأينا سابقا )نظرية  

حج  عشوائيتين  عينتين  التوالي  ممنهما  على  :   n 1n ,2هما  فإن 

 

 كما يلي:   0.98عند مستوى ثقة    Fجال لبمإذا يمكن تكوين تقدير  

 
 و من ثم يمكن تقدير النسبة بين تبايني المجتمعين كما يلي: 

 

 خلاصة 5
إحصائيات العينة تتناول خصائص  لتقدير إحصائية مجتمع نستخدم نظريات توزيع المعاينة. هذه النظريات  

  و علاقتها بالإحصائيات المناظرة لها في المجتمع.  ، ...في العينة  النسبةالعينة،    وسطن متم

 المجتمع، معلومية التباين و حجم العينة.توزيع  طبيعة  توزيع المعاينة للمتوساات حسئ    1  جدول
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 n  قانون 
المجتمع    تباين  
(σ²) 

 قانون
 المجتمع

N(µ ; σ/√n) σ/√n 
n < 30    أوn ≥ 

30   
 معلوم 

 ; N(µ طبيعي
S’/√n) S’/√n n ≥ 30 

 غ  معلوم 
1-n ;αt S’/√n n < 30 

N(µ ; σ/√n) σ/√n n ≥ 30  معلوم 
 ; N(µ غ  معلوم 

S’/√n) 
S’/√n n ≥ 100  غ  معلوم 

 

 
 
 

 
 بين تباينين، للتباين وللنسبة  للنسبةتحديد مجال الثقة      2  جدول

 مجال الثقة  لإحصائية لتوزيع الاحتمالي  لا المجتمع
مجتمع غ  محدود أو 
معاينة غ  نفادية و 

 ≤ n)عينة ممتدة  
30) 

n التوزيع الابيعي 
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مجتمع محدود ذا 
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 أو       غ  معلوم 

 

و أمجتمعين طبيعيين،  
عينتين مس وبتين من 
 مجتمع طبيعي واحد. 

 

ثقة  مثلا   مستوى  : 0.98عند 

 

 
 

 ملحق. مجالات الثقة للفروق والمجاميع 6
إحصائيتا معاينة لها توزيع يقترب من التوزيع الابيعي، والعينتان مستقلتان، تكتئ حدود  2sو 1sإذا كانت 

 ما يلي: كالثقة للفروق بين المعالم التي تمثلها الإحصائيتين  

 
 في حالة المجموع : 

 
: إذا كانت الإحصائيتان هما متوساا عينتين مستقلتين، مس وبتين من مجتمعين غ  محدودين، نحدد مثال

 كما يلي :   2µ -1 µمجال الثقة للفرق )و للمجموع( بين متوساي المجتمعين  

 
  وبتان من مجتمعين غ  محدودين : س: إذا كانت الإحصائيتان هما نسبتان في عينتين مستقلتين، م2مثال  

 
 

  طرق تأسيس المقدرثالثا: 

أحد الارق لاختيار مقدر معلمة ما للمجتمع أن نأخذ مباشرة نظ تها في العينة، وإذا كان هذا المقدر   
(. توجد طرق σ²لتقدير    S²بدلا من     S’²مالا يتصف بالخصائص المالوبة نجري عليه تعديلا )استخد 

أخرى لت ديد المقدر الأنسئ منها طريقة المعقولية العظمى والتي تدعى أيضا طريقة الاحتمال الأكبر 
 والتي تنسئ إلى العالم فيشر وكذا طريقة الع وم. 
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 ريقة العزوم ط 1

جملة معادلات عددها  ن . نكو kθ, . . , 2θ, 1θمن معالم المجتمع :   Kليكن المالوب تقدير عدد 
K  الدرجة المرتبط بالأصل من  الع م  معادلة مساواة  تتضمن كل   .k    المجتمع ’X   :=  kµلمت  ة 
) kE(Xبنظ ه لمت  ة المعاينة ،x  :  

k = 1, 2,    , K      k
ixi∑= (1/n) km’ 

 لي:يباريقة الع وم انالاقا من عينة يتم كما     p. تقدير     X ~ B(20; p)ليكن   مثال:
، p = 20/µمنه  و .  µ = 20pإذا نحتاج إلى معادلة واحدة :    K = 1لدينا عدد المعالم المراد تقديرها  

 .  p’ = m/20نحسبها كما يلي :  و   ’pالقيمة:   pنأخذ إذا كمقدر ل
المعادلتين:   جملة  نستعمل  أن  نحتاج  للمجتمع  معلمتين  تقدير  حالة  ’2µ = m   ,   µ  =في 

            2m’ 
 σ²و  µ. لتقدير S²تباين و  ،m. نس ئ عينة ذات متوسط  X ~ N(µ; σ²)لتكن   :  2لامث

نحتاج إلى حل جملة المعادلتين: 

 
 هذه الاريقة قد تعاي مقدرات مت ي ة كما في هذه الحالة. 

 طريقة المعقولية العظمى )طريقة الاحتمال الأكبر( 2

احادة للمجتمع، ولاديناا عيناة غ  نفاادياة )المت  ا و  θحاالاة كون مت  ة المجتمع متقاعاة : نرياد تقادير معلماة  
ت التي تمثل قيم المحصل عليها في العينة مستقلة( لها نفس التوزيع للمجتمع. من البديهي أن احتمال تحقق  

تعظم  θ. هنااك قيماة ل θ= L() n, …,x2, x1P(x(عيناة باذاتهاا مرتبط ب قيماة المعلماة المجهولاة : 
المحصااال عليها، ونفترض أن تل  القيمة هي الصااا ي ة بما أن العينة حصااالت    ةاحتمال الحصاااول على العين

 L(θ)التي تعظم    θبالفعال. تتمثال طريقاة المعقولياة العظمى في الب اث عن هاذه القيماة. أي الب اث عن  
 ، حيث :  

)  nf(x . . . )2f(x . )1f(x) = θ;  nx , . . . ,1f(x) = θL( . 
  .    L(θ)    ى تعظيم دالة الاحتمال المشتركةلتعتمد طريقة المعقولية العظمى ع

، حيث النجاح هو وجود الخاصاااااااااااية " أ " لدى فرد مسااااااااااا وب عشاااااااااااوائيا من X ~ B(p): ليكن مثال
هي    0،  1التي تجعاال النتيجااة    pل    ’p. مااا هي القيمااة  2من خلال عينااة حجمهااا    pالمجتمع. نرد تقاادير  

 أكبر ما يمكن؟    p(0.1) = pqالتي تجعل    ’pالأكثر احتمالا؟ أي ما هي 
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هي  p(0.1) من الواضااااح أن أكبر قيمة ل
  p’ = 1/2 القيماة التي تحققهاا هي و   ¼

 ، وبهذا نجيئ على التساؤل.
 
 
 
 
 
 
 
 
 

p 0 1/2 

P(0.1) 

1/4 

 P(0,1) أقصى قيمة ل      2 رسم
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بعض خصائص المقدر الجيد. في و  السابق تناولنا كيفية تقدير معالم المجتمع من خلال بيانات العينة ورفي المح
سنتناول كيفية اختبار فرضيات موضوعة حول معالم مجتمع أو أكثر. يحتاج الدارس أحيانا في مرحلة ور  هذا المح

ص المجتمع المدروس. من أمثلة ذل : اختبار فرضية بخصوص و ما من بحثه إلى اختبار فرضية أو أكثر بخص
معدل الدخل في مناقة معينة، اختبار فرضية نسبة شفاء لدواء معين، ... يتم ذل  بصياغة فرضية عن 

من ثم محاولة الحصول على دليل إحصائي ينفي أو يثبت هذه و   المجتمع المدروس )أو المجتمعات المدروسة(
بيانات عينة )أو أكثر( عشوائية بسياة. تخص الفرضية أحد معالم المجتمع كالمتوسط،   ل ذل  من خلاو   الفرضية

نعتمد في إثباتها أو رفضها على خصائص إحصائية معاينة مختارة. من أجل ذل  يعتمد و   النسبة أو التباين،
 هذا الدرس، كما هو الحال بالنسبة لدرس التقدير، على درس المعاينة. 

 

 اختبار المتوسط أولا: 

يؤكد اختبار و   (، مثل متوسط الدخل، متوسط وزن منتج معين، ..µيتناول هذا الاختبار متوسط المجتمع )  
 mللقيام بالاختبار نستخرج عينة عشوائية نحسئ فيها المتوسط   و  . 0µه لقيمة ما  تالمتوسط فرضية مساوا

 .  0µلقياس قرب أو بعد هذه القيمة من    mثم نستخدم التوزيع الاحتمالي ل  

 اختبار ثنائي الاتجاه للمتوسط.    1
جه، ولتكن القيمة ر لنتناول هذا المثال: نريد اختبار فرضية حول متوسط دخل الاالئ في السنة الأولى من تخ

تحديد الفرضيات، تحديد دج كمتوسط للدخل الشهري. نحتاج إلى الخاوات التالية:  15000الافتراضية هي  
 قاعدة القرار، حساب القيمة الجدولية للمت  ة، حساب القيمة  الفعلية للمت  ة، اتخاذ القرار.  

  البديلة(:و  )الصفرية  تحديد الفرضيات (أ)

 0µ ≠: µ  1H ↔  0: µ = µ 0H   

 oRHنكتئ  و   يؤدي الاختبار إما إلى رفضها و   أو فرضية العدم،   الفرضية الصفرية  0Hتسمى الفرضية  
هي القيمة الافتراضية   0R’H  .0µنكتئ  و   أو المعاكسة أو عدم رفضها  الفرضية البديلة في هذه الحالة نقبل  و 
 يلي:  لذل  نكتئ الفرضيات كما  15000هي في هذه الحالة و   µل  

15000  ≠µ  : 1H ↔  : µ = 15000 0H   

يمكن استخدام ، وفي هذه الحالة  m) = 0(µمحددة بناءا على بيانات عينة عشوائية بسياة    0µعادة ما تكون  
 الخاصية
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  n)²/σN(µ,  ~ m   0لاجراء الاختبار، حيث أنه تحتH   : 0 ,    فإن N(µ ~ m
σ²/n)  

 فمثلا :   0µا من  مقريئ إلى درجة   mمما يعني معلومية احتمال أن يكون  

)) = 0.90mσ+ 1.64( 0µ ≤ m ≤ )mσ1.64( – 0P(µ 

5)) = 0.9mσ+ 1.96( 0µ ≤ m ≤ )mσ1.96( – 0P(µ 

99)) = 0.mσ+ 2.58( 0µ ≤ m ≤ )mσ2.58( – 0P(µ 

 وبصفة عامة نكتئ: 

α-1=  ])mσ( /2α-1z+  0µ ≤  m  ≤ )mσ(/2α-1z – 0µ[P 

   :أو حسئ الكتابة الأكثر شيوعا

 
 حيث: 

▪ mσ)/0µ - m(  ( :هي المت  ة المعيارية ل  متغيرة القرار )m   نرم  لها ب  وcz  حيث ،~ z 
N(0, 1)     . 

▪ mσ     :يلي بالإرجاع n√/σ= mσتحدد كما  المعاينة  حالة   و   (   0.05N ≤ n)أو     في 
 في الحالة المعاكسة.   

▪ 1 - α/2    المساحة على يسار :z   . 

▪ n   .حجم العينة : 
نقبل و   ، أن نرفض الفرضية الصفرية التي حدد على أساسها هذا المجالα-1ال خارج المج mيمكن إذا كان  

 بالتالي الفرضية البديلة. 

 تسمى هذه )الخاة( قاعدة القرار.

  تحديد قاعدة القرار  ( ب)

)أنظر الشكل    الاتجاه   اختبار ثنائيالذي بين أيدينا، وهي قاعدة    تكتئ قاعدة القرار في المثال   
 ، كما يلي:   (1
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وأ 

   

 
 مناقتي القبول و الرفض في حالة قاعد القرار الثنائية   3 رسم  

صاااااا ي ة بينما   0Hفقد تكون الفرضااااااية   تتضاااااامن هذه الخاة مخاطرة تتمثل في الوصااااااول إلى قرار خاطىء:
   ، ويكتئ :α احتماله و   ،من النوع الأول  الخطأالمحصااااااااااااالة إلى رفضاااااااااااااها، ويسااااااااااااامى هذا  mتقودنا قيمة  

α) = 0H /0 P(RH، 

 α -1احتماله  و   الخطأ من النوع الثان فيما هي خاطئة، ويسمى هذا    0H إلى قبول   mو قد تقودنا قيمة  
 :  يكتئو 

α-) = 1 1/ H 0P(R’H 
الخاأين معا   و يمكن تقليص احتمال أحد الخاأين على حساب الثاني، ولكن لا يمكن تقليص احتمال كلا

 إلا ب يادة حجم العينة.  
فيما يقيس احتمال (  2)أنظر الشكل  قوة الاختبار    0P(RH(و يقيس احتمال رفض الفرضية الصفرية  

 .   µالحقيقية ل  يتوقف كلا الاحتمالين على القيمة  و   .(2)أنظر الشكل    فعالية الاختبار  0P(R’H(قبولها  
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Figure 4    منحنى القوة  
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  :الجدولية zحساب  (ج)

في حالتنا )اختبار ثنائي و   حيث، وهي المشار إليها في قاعدة القرار )الشكل الثاني(،  tzيرم  لها ب  و 
 ( : %5 بمستوى معنوية

0.975= z 025.0-1= z0.05/2 -1= z/2 α-1= z tz 

 .   0.975z  1.96 =ومن الجدول نجد أن  

   :الفعلية   zحساب  (د)
 )أنظر قاعدة القرار الشكل الأول( :   mيارية ل  عهي المت   الم و    czيرم  لها ب  و 

 
 :القرار  (ه)

أي أن   1Hونقبل      t> z czلأن    0Hفي حالتنا نرفض  و   حسئ قاعدة القرار.  0Hنقرر قبول أو رفض  
 دج. 15000متوسط دخل الخريج حديث التوظيف ليس  

 الاختبار أحادي الاتجاه للمتوسط. 2
أكبر تماما و   رضية البديلة التي هي عدم مساواة في الاختبار الثنائيفيتمي  الاختبار الثنائي عن الأحادي في ال

 أو أص ر تماما )حسئ الحالة( في الاختبار الأحادي، وهذا يترتئ عليه ت ي  في قاعدة القرار.

 الاختبار أحادي الاتجاه من اليمين.  (أ)

توسط الدخل للخريج ملنرجع إلى المثال السابق مع ت ي  محدد هو أننا نريد اختبار ما إذا كان  
 دج أم أكثر )اختبار من اليمين(. 15000

33.5
100/1500

1500158000 =
−

=
−

=
X

c

X
z





 

   µ0   

 µ 

P(RH0) 

α 

1 

µ0    µ 

P(R’H0) 

1-α 
1 

 

  منحنى القوة  (2) منحنى الفعالية    (1)   5 رسم
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   µ > µ 1H ↔  0: µ = µ 0H :0    الفرضيات :   - أ

  µ > 15000  1H ↔  :  0H :    :  لذل  نكتئ  0µ  15000 =في هذه الحالة  
µ = 15000 

       : قاعدة القرار  -ب

z α-1= z tz =1-     :   ( %5)اختبار على اليمين بمستوى معنوية    الجدولية:  zحساب    - ج
 0.95= z.05 0 

    0.95z  1.645 =      ومن الجدول نجد أن

             :الفعلية  z حساب    -د

أي أن متوسط دخل الخريج حديث التوظيف ليس   1Hونقبل      t> z czلأن    0H: نرفض  القرار  -ه
 إنما هو أكبر. و   دج 15000

 الاختبار أحادي الاتجاه من اليسار    ( ب)

نريد أن نختبر ما إذا كان متوسط الدخل و  دج14200نفترض أن متوسط العينة كان  و   ثالنا منعود إلى 
 دج. 15000مساوي أم أقل من 

   µ < 15000  1H ↔  : µ = 15000 0H :    الفرضيات :   -أ

     قاعدة القرار:   -ب

 
  ( : %  5: )اختبار على اليسار بمستوى معنوية  الجدولية  zحساب    - ج

 1.645-=    0.95z  -= 0.05 -1z - = α-1z -=  tz 

     الفعلية:   z حساب    -د

أي أن متوسط دخل الخريج حديث التوظيف أقل من  1Hونقبل    t< z czلأن   0H: نرفض القرار -ه
 دج . 15000
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 في اختبار المتوسط. σكمقدر ل    Sاستخدام  3
نحتاج بالتالي إلى و   اف المعياري مجهولار معلوم، في الواقع غالبا ما يكون الانح  σفي الأمثلة السابقة افترضنا أن  

 )أنظر درس التقدير(، حيث نعوض العبارة   mσ( عند حساب Sاستخدام الانحراف المعياري للعينة )

   n  √/σm = σ         أو     ب  
: في المثال السابق نفترض أن الانحراف المعياري للدخل الشهري للاالئ مجهول، لكن الانحراف المعياري مثال
 دج؟15000. كيف يمكن اختبار ما إذا كان الدخل الشهري أقل من  S = 1600عينة  لل

 الخاوات أ، ب ، ج تبقى بدون ت ي . 

  : الفعلية  z حساب    -د

أي أن متوسط دخل الخريج حديث التوظيف ليس   1Hونقبل      t< z czلأن    0H: نرفض  القرار  -ه
 إنما هو أقل. و   دج 15000

 بار المتوسط.تفي اخ  tاستخدام التوزيع   4
  )الانحراف المعياري للمجتمع( مجهولا، لا يمكن استخدام التوزيع الابيعي، ولكن  σو   n< 30في حالة  

 لدينا : 

  0H   (0µ = µ  : )و تحت  
 يمكن إذا استخدام التوزيع ستيودنت )بشرط أن يكون توزيع المجتمع طبيعيا أو على الأقل جرسي الشكل( .

 تبعا لهذا الت ي  فتكتئ في حالة الاختبار الثنائي كما يلي:   و تت   قاعدة القرار 

 

 في حالة اختبار من اليمين: 
 

في حالة اختبار من اليسار: 
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 خلاصة 5
  :خاوات متتالية وهي 5يتم اختبار الفرضيات من خلال 

 الفرضيات )الصفرية والبديلة(تحديد   ▪

  تحديد قاعدة القرار ▪

 ةللمت     الجدوليةالقيمة حساب  ▪

 القيمة الفعلية للمت  ةحساب  ▪

 .القراراتخاذ  ▪
تت دد كيفية إتمام كل خاوة حساااااااائ طبيعة الاختبار )ثنائي أو أحادي الاتجاه(، حساااااااائ طبيعة المجتمع و  

 طبيعة و حجم العينة، ... و تسخدم في ذل  نظريات توزيع المعاينة.

 

 

 

 واختبار التباين  اختبار النسبة ثانيا: 

 اختبار النسبة  1
(، حيث يؤكد الاختبار أو ينفي pيتعلق هذا الاختبار بنسبة مفردات المجتمع التي تتصف بخاصية ما )

  : وتكتئ الفرضية كما يلي  0p . يرم  للقيمة الافتراضية ب    pص ة فرضية معينة بخصوص قيمة  
0: p = p 0H 

 (. 6)أنظر توزيع المعاينة للنسبة : نظرية   النسبة في العينة  ’pللقيام بالاختبار نستخدم خصائص  

 
 لابلاس( -)نظرية موافر     ’n     :)p'σ(p,  N ≈p≤  30عند 

:  H0تحت و   استنادا إلى هذه الخصائص 
  

 و من ثم يمكن تحديد قاعدة القرار بحسئ طبيعة الاختباركما يلي:

n
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














n

qp
pNp 00

0 ;'

50



 اختبار الفرضياتالمحور الرابع: 

 
 

   

في حالة الاختبار الثنائي:
   

في حالة اختبار من اليمين: 
 

  
 حالة اختبار من اليسار: في     

 
تقدر الدوائر الرسمية نسبة المتخرجين الجامعيين الذين يحصلون على عمل في السنة الأولى التي تلي   مثال:

طالئ أن نسبة الحصول على عمل   900. وجدت دراسة أجريت على عينة من   %  70تخرجهم ب  
 . %  5 ة أم مبالغ فيها، بمستوى معنوية ي. كيف يمكن اختبار ما إذا كانت النسبة الرسمية ص   %  67

: p <  0.70 1H ↔: p = 0.70  0H 

 
 .   0Hومنه نرفض الفرضية  

 اختبار التباين  2

 لاختبار صدقية فرضية بخصوص قيمة تباين مجتمع ما، 
²0σ² = σ:  1H ↔²   0σ² =σ:  0H 

ن سفي أح  n ≤ 50. حيث في حالة العينة الكب ة ) نستعمل المقدر غ  المن از 

  فإن   0Hالأحوال( ، وتحت 
 هو الع م المرك ي من الدرجة الرابعة. وبهذا الشكل تكتئ قاعدة القرار للاختبار الثنائي كما يلي:  4µحيث  

    
 .  4m) –= E(xi  4mمجهول يمكن استخدام كمقدر :    4µفي حالة  و 
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 كتئ كما يلي:  تيمكن أن   متغيرة القرار، فإن   4σ= 3 4µ  وإذا كان المجتمع طبيعيا، حيث

 
 

 رنة بين مجتمعين ااختبار المقثالثا: 

 
سنرك  هنا على و   ...   أو التباين لكل منهما توسطالميتناول هذا الاختبار مقارنة بين مجتمعين من خلال  

 الخاوات الأخرى على ضوء ما سبق.  مت  ة القرار، إذ من السهل على الاالئ استنتاج كيفية إتمام

   اختبار تساوي متوسطي مجتمعين 1

ال رض من الاختبار هو تأكيد أو نفي تساوي متوساي مجتمعين من خلال عينتين عشوائيتين بسياتين  
1H   ↔  2µ = 1: µ 0H  :   مستقلتين. تكتئ الفرضيات )في حالة الاختبار الثنائي(كما يلي:

2µ ≠1 µ  
للاالئ استنتاج ترك  بحسئ الحالة )ن   ’Tأو    Tنعتمد في الاختبار على مت  ة القرار قرار  للت ديد مت  ة ا

 قاعدة القرار(، حيث نمي  بين حالة كون تباينا المجتمعين معلومين وحالة كون تباينا المجتمعين مجهولين. 

 تباينا المجتمعين معلومين (أ)
 المجتمعين طبيعيين:  -1

 
  (:n 1n ,2 ≤ 30مجتمعين ما )  -2

 
 تباينا المجتمعين مجهولين   ( ب)

 ن: اطبيعي ان المجتمع  - 1
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   إذا كان تباينا المجتمعين متساويين  

   (: n 1n ,2 ≤ 30مجتمعين ما  )   - 2

. وجدنا 21حجم الثانية  و   18: نس ئ من مجتمعين طبيعيين متساويي التباين عينتين حجم الأولى  مثال
 النتائج التالية:

  = 8. 2S² ,9 = 1= 76, S² 2= 81, m 1m   تساوي متوساي اختبار  اجراء  كيف يمكن 
 .   %  5المجتمعين بمستوى معنوية  

2µ   ≠  1: µ 1H ↔2   = µ 1: µ 0H 

 
 مجتمعين  اختبار تساوي تبايني 2

 ال رض من الاختبار هو تأكيد أو نفي تساوي تباينا مجتمعين من خلال عينتين عشوائيتين بسياتين مستقلتين.

2²σ ≠  1²σ:  1H  ↔  2²σ=  1²σ:  0H   لة الاختبار الثنائي(كما يلي: ا تكتئ الفرضيات )في ح
  

طبيعيين   بحسئ الحالة، حيث نمي  بين حالة كون المجتمعين   ’Tأو    Tنعتمد في الاختبار على مت  ة القرار  
 أم غ  ذل . 

 طبيعيين    مجتمعين (أ)

     الحالة العامة:    -1   

 
   n 1n ,2 ≤  30في حالة     - 2
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  n1(n ,2 ≤ (50عين ما م مجت  ( ب)
1-      (2) 

4 µ;  
(1)

4 µ  : معروفين 

  
 في حالة          - 2

(2) 
4 µ;  

(1)
4 µ    4غ  معروفين : نعوضµ     4بm   . 

 . وجدنا النتائج التالية: 21حجم الثانية  و   18نس ئ من مجتمعين طبيعيين عينتين حجم الأولى  :  مثال  

= 8. 29, S² = 1= 76, S² 2= 81, m 1m   يمكن اجراء اختبار تساوي متوساي المجتمعين   كيف
 ؟   %  5بمستوى معنوية 

2²σ   ≠  1²σ:  1H ↔2   ²σ=  1²σ:  0H 

1) = 8 -2n/ ( 2n*  2²S=  2’²S;   9.53 ≈1) = 9 (18)/17 -1n/ ( 1n*  1²S=  1’²S
(21)/20 = 8.4 

2.17 ≈ ;20  ;17 0.05; F 1.135 ≈ 2/ S’² 1S’²  

0> R’H= 1 -;n2 1-; n1  αT < F 

 

 التجانس و اختبار الاستقلالرابعا:   

   اختبار التجانس 1

نسبة تحقق كل منها في المجتمع    ،من الخصائص المتنافية  kنفترض أن لدينا عددا  و   لنعد إلى اختبار النسبة،
ip      1 =حيث ip∑:نريد اختبار فرضية تساوي هذه النسئ .  

   i0p ≠ ip  : 1H ↔(i = 1, 2, . . . k )  i0  p = i: p 0H 

 .(على الأقل غ  مساوية للقيمة الحقيقية   i0pإحدى النسئ النظرية  )الفرضية البديلة هي أن  

( . إذا تحققت in: لإنجاز الاختبار نستخرج عينة نحسئ فيها عدد مرات تحقق الخصائص ) متغيرة القرار  
 الشروط 

30  ≥n     ،1   ≥ i0p     5من الحالات   % 80 فيعلى الأقل و   ≥ i0np    : نبرهن أن 
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 ار التعديل باخت 2

تستخدم هذه الاريقة أيضا لاختبار تعديل توزيع معين بتوزيع آخر، وفي هذه الحالة نقارن بين تكرارات  
 ، حيث تصاغ الفرضيات كما يلي :  i0n وتكرارات افتراضية    inالعينة )التكرارات الحقيقية(  

i  n   (i = 1,  i0  = n i: n0Hالحقيقيتكرار  غ  مساوية لل   i0nالنظرية    كراراتتعلى الأقل إحدى ال
:1H ↔k)  …2,  

 
m    .عدد من معالم من المجتمع المقدرة انالاقا من بيانات العينة لت ديد التكرارات النظرية 

حول  % 5ية  و ج. نريد اختبار فرضية بمستوى معنو   مرش ين: أ، ب   3يتقدم إلى انتخابات معينة  :  مثال
 شعبيتهم كما يلي: 

= 25 3= 0.35, p 2= 0.4, p 1: p 0H 
 .   95،  135،  170ناخئ فكان توزع فئات المساندين على التوالي :    400أجري استجواب ل 

 %  80أكثر من  و   ،    i0np 100 ,140 ,160 = ≤   1، الأعداد الافتراضية   n = 400≤ 30لدينا  
 .  i0np ≤ 5من 

 
.  099 > 1.05 => R’H.= 5 ; 0.95 2²Χ 

 
 

2

1

0

0 )²(
−−

−
= mki

i

ii

n

nn
T 

05.1
100

)²10095(

140

)²140135(

160

)²160170()²(

0

0 =
−

+
−

+
−

=
−

=i
i

ii

np

npn
T

55



 : والمراجع  المصادر 

 دار النشر و السنة  المؤلف  عنوان المرجع  #

  -دار المسيرة للنشر والتوزيع  جبار عبد مضحي  مقدمة في نظرية الاحتمالات  1

2011 

  2005 –دار الحامد  دلال القاض ي وآخرون  الإحصاء للإداريين والاقتصاديين  2

  -دار المسيرة للنشر والتوزيع  جبار عبد مضحي  مقدمة في الإحصاء الرياض ي   3

2015 

  -  دار صفاء للنشر والتوزيع حسن ياسين طعمة  اساليب الاحصاء التطبيقي  4

2009 

الجانب النظري و التطبيقي  الاحصاء الاستدلالي من   5

 منهج كمي 

- دار  زهران للنشر والتوزيع  بوعظم كمال  

2012   

 2000 -دار النشر للجامعات   مجدي الطويل   الاحتمالات : النظرية و التطبيق   6

 2004 - دار الكتب الأكاديمية عبد الحميد ربيع غيطان  ظرية الاحتمالات ن 7

   2013 –ار الحكمة ليبيا  د علي عبد السلام العماري النظرية والتطبيق الإحصاء والاحتمالات  8

- سوريا  -جامعة تشرين  مبارك اسبر ديب  مبادئ في الاحتمالات والإحصاء  9

2009  

10 Probabilités : Exercices corrigés avec 

rappels de cours 

Adil 

ELMARHOUM 

Mohamed 

DIOURI 

la collection Sciences 

et Techniques – 

Maroc 2014 

 




