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Ω = FF ;FP ;PF,PP 

A = FF ;FP ;PF 
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𝑝  𝑋 = 𝑥 =
𝑒−𝜆 .𝜆𝑥

𝑥!
 

= 𝑥

𝑛

𝑖=0

.
  𝑒−𝜆 .𝜆1𝑥

𝑥!
 

𝐸 𝑋 = 𝑥

𝑛

𝑥=0

.𝑃  𝑋 = 𝑥  



𝑬  𝒙 = 𝜆

 

= 0.
𝑒−𝜆 . 𝜆0

0!
+ 1.

𝑒−𝜆 . 𝜆1

1!
+ 2.

𝑒−𝜆 . 𝜆2

2!
+⋯+ 𝑛.

𝑒−𝜆 . 𝜆𝑛

𝑛!
     

= 𝑒−𝜆 . 𝜆 1+ 𝜆+
𝜆2

2!
+ ⋯+

𝜆𝑛−1

 𝑛− 1 !
    

= 𝑒−𝜆  𝜆+ 𝜆2 + ⋯+
𝑛. 𝜆𝑛

𝑛!
    

= 𝑒−𝜆 . 𝜆 1+ 𝜆+
𝜆2

2!
+ ⋯+

𝜆𝑛−1

 𝑛− 1 !
    

= 𝑒−𝜆 . 𝜆𝑒𝜆 = 𝜆𝑒0 = 𝜆 

𝑉𝑎𝑟  𝑋 = 𝐸  𝑥2 − 𝐸 𝑥 2   

𝐸 𝑥2 = 𝑥2
 𝑛

𝑥=0

.
𝑒−𝜆 . 𝜆𝑥

𝑥!
 

= 𝑥

 𝑛

𝑥=0

.  𝑥 − 1+ 1 .
𝑒−𝜆 . 𝜆𝑥

𝑥!
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𝑥=0

.  𝑥 − 1 .
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𝑥=0

.  
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𝑥!
               

= 𝜆2 + 𝜆              

𝐸 𝑥2 = 𝜆2 + 𝜆 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑣𝑎𝑟 𝑥 = 𝐸 𝑥2 + 𝐸 𝑥 2 = 𝜆2 + 𝜆− 𝜆2 = 𝜆 

𝑝 𝑋 = 𝑥 =
𝑒−𝜆 .𝜆𝑥

𝑥!
=
𝑒−3 .3𝑥

𝑥!
              𝑥 = 0;1; 2 



 

𝑝 𝑋 = 2 =
𝑒−2 × 32

2!
=
0,0498× 9

2 × 1
= 0.22404

 

 

 

 𝜆𝜆

𝜎2 = 𝜆 = 3

 

 

 

𝑝  𝑋 ≥ 1 = 𝑝  𝑋 = 1 + 𝑝  𝑋 = 2 +⋯ 

= 1 − 𝑝  𝑋 = 0 = 1 − 
𝑒−3 ×30

0!
= 1 −

0,0498× 1

1
= 0.9502 

𝑝 𝑋 ≤ 3 = 𝑝 𝑋 = 3 + 𝑝 𝑋 = 2 + 𝑝 𝑋 = 1 + 𝑝 𝑋 = 0  

=
𝑒−3 ×33

3!
+
𝑒−3 ×32

2!
+
𝑒−3 × 31

1!
+
𝑒−3 ×30

0!
 

= 0.0498×  
27

6
+
9

2
+
3

1
+
1

1
  

= 0.0498× 13 = 0.6474 

𝜎 =  𝜆 =  3 = 1.732 
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𝑃  𝑋 ≥ 2 = 1− 𝑃  𝑋 = 0 − 𝑃  𝑋 = 1 

= 1− 𝑒−3 − 3𝑒−3

= 1 − 4𝑒−3
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𝑃 𝑌 = 0 =
 2.5 0 𝑒−2.5

0!
= 𝑒−2.5

∞ ≅ 𝜆

∞𝜆

𝜆 = 𝑛𝑝 ≤ 18  𝑝 ≤ 0.1   𝑛 ≥ 50 



𝜆 = 𝑛𝑝 = 8

𝑝 𝑋 = 5 =
𝑒−8  × 85

5!
= 0.091

𝐶400
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كل تعد تجارب التوزٌع الهندسً مشابهة إلى حد كبٌر لتجارب توزٌع برنولً التً تفترض بأن نتٌجة 

، كما أن عدد المحاولات فً تجارب   p-1أو فشلها باحتمال   Pتجربة إما بنجاح المحاولة باحتمال 

التوزٌع الهندسً لم تكن محددة من البداٌة كما هو الحال فً تجارب توزٌع ذي حدٌن، وعلى هذا الأ 

فً حالة تجارب التوزٌع الهندسً، هو عبارة عن عدد محاولات إجراء  Xساس فإن المتغٌر العشوائً 

وبذلك فإن أول نجاح سٌتم الحصول علٌه  التجربة دون توقف حتى ٌتم الحصول على أول نجاح،

 1(X-1).   ، تسبقه عدد من المحاولات الفاشلة وقدرهاXبالمحاولة 

 :شكل التوزٌع الإحتمالً    1) 

الكتلة الإحتمالٌة تاخذالشكل  ٌتوزع وفق التوزٌع الهندسً، إذا كانت دالة  xٌقال أن المتغٌر العشوائً 

 الآتً:

 

 

 

 

  ،  وٌمثل بٌانٌا  x g(p)التالً :  صلاحلإن اختصار باووغالبا ما ٌعبر عن توزٌع بواس

ً أعاه ٌوصح التوزٌع الهندسً لعدد من التجارب الازمة للحصول على نجاح واحد ال عندما رسم البٌان

 1.0و  1.0، 1.0ٌكونالإحتمال النجاح هو على الترتٌب 

 ًالتوقع الرٌاض:  ( الممٌزات العددٌة 0

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

P(X=x) =  { P(1-p)x-1  x=1 ;2 ;... ; ∞ 
0               ,si non  

𝐸 𝑥 =     𝑥 .𝑝 𝑋 = 𝑥 

∞

𝑥=1

 

 =   

∞

𝑥=1

  

=   

∞

𝑥=1

  

𝑥 .𝑝 1− 𝑝 𝑥−1 

𝑥. 𝑞𝑥−1 = 𝑝  

∞

𝑥=1

  

𝐸 𝑥 =
1

𝑝
 𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝐸 𝑥2 −𝐸 𝑥 2          

𝑥. 𝑝𝑞𝑥−1 

= 𝑝 [1 + 2𝑞 +3.𝑞2 +43 +⋯] 

                

 

= 𝐸[ 𝑥 −1 𝑥 +
1

𝑝
=   𝑥 −1 

∞

𝑥=1

 𝑥.𝑝 𝑋 = 𝑥 +
1

𝑝
 

 

= 𝑝 [ 1− 𝑞 −2] =
𝑝

 1− 𝑞 
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𝑝2 =
1

𝑝
 

                



 

 

 

 

 

 

 

 

   

  

 

 

 

 

 

 و علٌه فإن :

 

 

 

 

 

 

 

 

 متغٌر عشوائً ٌمثل عدد الرمٌات المنجزة  X، لٌكن 1ة الحصول على الرقم :  نرمً النرد إلى غاٌ مثال

 . Xماهو التوزٌع الإحتمالً الذي ٌتبعه المتغٌر العشوائً  -0

𝐸 𝑥2 = 𝐸[ 𝑥 −1 𝑥 + 𝑥]          

                

=
2𝑞 + 𝑝 −1

𝑝2 =
2𝑞 +  1− 𝑞 − 1

𝑝2 = 
𝑝

𝑞2     

                

 

= 𝐸[ 𝑥− 1 𝑥] +𝐸 𝑥           

                

𝑉𝑎𝑟 𝑥 =
𝑝

𝑞2          

                

 

=   𝑥−1 

∞

𝑥=1

 𝑥. 𝑝𝑞𝑥−1+
1

𝑝
 

 
= 𝑝  𝑥 −1 

∞

𝑥=1

 𝑥. 𝑞𝑥−1+
1

𝑝
 

 = 𝑝 [0 + 1.2𝑞 +2.3 𝑞2+3.4𝑞3 +4.5𝑞4 +⋯]+
1

𝑝
 

                
= 𝑝𝑞 [1.2 + 2.3𝑞+ 3.4 𝑞2 +4.5𝑞3+ ⋯]+

1

𝑝
 

                

= 𝑝𝑞 [2 1 − 𝑞 −3]+
1

𝑝
 

                

=
2𝑝𝑞

 1− 𝑞 3
+

1

𝑝
  

                

=
2𝑝𝑞

𝑝3 +
1

𝑝
  

                
=

2𝑞

𝑝2 +
1

𝑝
  

                

𝑉𝑎𝑟 𝑥 = 𝐸 𝑥2 −𝐸 𝑥 2          

                =
2𝑞

𝑝2 +
1

𝑝
−  

1

𝑝
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ً و التباٌن.-0  أحسب التوقع الرٌاض

 الحل:

=    ٌتبع التوزٌع الهندسً ذو المعلمة Xالمتغٌر العشوائً -0 1  حٌث:  ⁄6

 

 

 

 التوقع الرٌاضً و التباٌن: -2

 

𝑝 𝑋 = 𝑥 =
1

6
. 

5

6
 
𝑥−1

 ;   𝑥 = 1,2,3,… , ∞ 

𝐸 𝑋 =
1

𝑝
=

1

1 6⁄
= 6 

                

𝑉𝑎𝑟 𝑋 =
𝑞

𝑝2 =
5 6⁄

 1 6⁄  2
= 

5

6
× 36 = 30   

                

 



 أهم قوانين التوزيعات الاحتمالية المتصلة المحور الثالث :

 

تعد التوزٌعات الإحتمالٌة ذات أهمٌة كبٌرة على مستوى استخدامها فً المجالات الإدارٌة والإلتصادٌة  

نظرٌة والتطبٌمٌة ، إذ ٌتم من خلال هذه التوزٌعات ، تحدٌد شكل والإجتماعٌة والتربوٌة من الناحٌتٌن ال

ٌع الإحتمالً ونوعها وحساب الإحتمالات التً ٌحتاجها الباحث فً الحٌاة العملٌة ، ومن أهم دالة التوز

، التوزٌع الطبٌعً المعٌاري ، التوزٌعات الإحتمالٌة المتصلة نجد : التوزٌع المنتظم ، التوزٌع الطبٌعً 

 التوزٌع الأسً ، توزٌع لاما ، توزٌع بٌتا .

 / التوزيع الطبيعي :1

ٌعتبر التوزٌع الطبٌعً من أهم التوزٌعات المتصلة حٌث ٌلعب دورا أساسٌا فً عملٌة المعاٌنة ، كما 

الطبٌعٌة التً تحدث  ٌستخدم لوصف الأنماط التكرارٌة للعدٌد من الظواهر الإحصائٌة ، مثل التغٌرات

سلون المتغٌرات العشوائٌة  شكل عام ، والتوزٌع الطبٌعً ٌدرسللإنسان والحٌوان والعوامل البٌئٌة ب

الناتجة عن تحلٌل  خطاء العشوائٌةرارة و الطول و الوزن و الدخل و الأالمتصلة مثل درجة الح

 الإنحدار.

كما ٌعتبر هذا التوزٌع من أكثر التوزٌعات الإحتمالٌة إستخداما فً النواحً التطبٌمٌة، و منها الإستدلال 

الفروض، كما أن معظم التوزٌعات ٌمكن تمرٌبها إلى التوزٌع الإحصائً شاملا التمدٌر، و إختبارات 

 وفٌما ٌلً عرض لهذا التوزٌع.

 

( شكل دالة كثافة الإحتمال:1  

ً له توزٌع طبٌعً، مداه  Xغٌر إذا كان المت  ∞-متغٌر عشوائ و فإن الدالة كثافة           ∞   

 :احتماله هً

 

 ∞    ∞ 

 

𝜋   و  ،               حٌث    تمثل معلمات التوزٌع الطبٌعً، وإن           ،

ً اختصار ا بالإصطلاح الآتً:و  غالبا ما ٌعبر عن التوزٌع الطبٌع

 

 

𝜎  𝜋
𝑒

−
1
 
 
𝑥−𝜇
𝜎

 
2

 

𝑿 ~ 𝒏(𝝁 𝝈𝟐) 



     ً ً ذلن أن المتغٌر العشوائ ً ذو المعلمٌن  Xو ٌعن الكثافة و تأخذ دالة      و    ٌتبع التوزٌع الطبٌع

 ورة التالٌة:الص  ( )  ة الإحتمالٌ

 ( خصائص التوزٌع الطبٌعً:2

 ٌصف التوزٌع الطبٌعً بالخصائص التالٌة:

  متماثلا على جانبً الوسط هذا التوزٌع له منحى ٌشبه شكل الجرس و له لمة واحدة، وٌكون

، وٌتمارب من الصفر على الجهتٌن )عندما  و عندما (، ممتربا من المحور الأفمً µالحسابً 

شٌئا فشٌئا دون أن ٌتماسا مع هذا المحور و ٌمتد طرفاه إلى مالا نهاٌة، كما أن المساحة تحت 

 ، أي:مساوٌة للواحدمنحنى التوزٌع الطبٌعً  تكون 

 

 

 

فٌساوي المساحة تحت منحنى   ، و فوق  𝛽 و 𝛼بٌن لٌمتٌن   Xع المتغٌر العشوائً أما إحتمال ولو

كما هو مبٌن فً الجزء المظلل فً الشكل السابك، و  ، 𝛽و   𝛼المحور الأفمً و المحصورة بٌن 

 على النحو التالً:

 

 

 

 

 

  

 

 و المنوال للتوزٌع الطبٌعً متساوي دائما، أي : الوسط الحسابً و الوسٌطX =Me =M0         

  ًٌختلف شكل المنحنى التوزٌع الطبٌعً بإختلاف لٌمµ  حٌث حدد لٌمة المتوسط  و ،µ  مولع

مدى تشتت لٌمة الإنحراف المعٌاري التوزٌع على المحور الأفمً من نمطة الأصل، كما تحدد 

كبٌرة كلما زادتشتت المٌم و بالتالً اتساع المنحنى، وهذا كما ٌوضحه     التوزٌع، فكلما كانت

 الرسم البٌانً

𝑃(𝑎  𝑥  𝑏)  𝑃(𝑥 ≤ 𝑏)  𝑃(𝑥 ≤ 𝑎) 

  𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

  
 

𝜎  𝜋
⬚

−
1
 
 
𝑥−𝜇
𝜎

 
2

 𝑑𝑥 
𝑏

𝑎

 

𝑃(   𝑥    )   𝑓(𝑥)𝑑𝑥   

+∞

−∞

 



و )عدد غٌر منته من الجداول(، و لتجاوزهذه المشكلة  µتالً لاٌمكن إعدادجداول لكل لٌم لوبا

الواحد، و ٌعبر و ٌساوي  ٌساوي الصفر µتم إستعمال تحوٌل بسٌط للمتغٌر العشوائً بحٌثنحصل على 

 كمعٌار وٌسمح باستعمال جدول موحد كما سنوضحه لاحما. N (1; 0)هذا التوزٌع 

  ً ً إنملاب عند تمتلن دالة الكثافة الإحتمالٌة للتوزٌع الطبٌع  ، و الشكل ٌوضح ذلن: نمط
 

 تأسٌساعلى ما تمدم  فإن:
 

 الفترة  المساحة ضمن انحراف معٌاري واحد عن الوسط = المساحة الوالعة على 

 من المساحة الكلٌة، وبصٌغة أخرى نكتب: 26.27%و تساوي   (       )

 

 

 

  المساحة ضمن إنحرافٌن معٌارٌٌن عن الوسط = المساحة الوالعة على الفترة

 من المساحة الكلٌة، وبصٌغة أخرى نكتب:% 55.45(و تساوي          )

 

 

 

 

 

  المساحة ضمن ثلاثة إنحرافات معٌارٌة عن الوسط =  المساحة الوالعة على الفترة

 من المساحة الكلٌة، وبصٌغة أخرى نكتب:% 55.93(و تساوي          )

 

 التوزيع الطبيعي المعياري:/ 2

 

تتبع  Zو إنحراف معٌاري  فإن  µمتغٌر عشوائً ٌتبع التوزٌع الطبٌعً بمتوسط  Xإذاكان      

 الصحٌح حٌث: التوزٌع الطبٌعً المعٌاري بمتوسط صفر، و إنحراف معٌاري ٌساوي الواحد

 

 

 

 

 

أٌضا بالمٌمة المعٌارٌة أو الدرجة المعٌارٌة، وهً تساعد على إٌجاد المساحة أو  Zتسمى و      

الإحتمال المطلوب أسفل أي منحنى توزٌع طبٌعً، وذلن باستخدام جدول المساحات تحت منحنى 

 الشكل الآتً: Zالتوزٌع الطبٌعً المعٌاري،هذا و تأخذ دالة الكثافة الإحتمالٌة للمتغٌر 

𝑃(𝜇  𝜎 ≤ 𝑋 ≤ 𝜇  𝜎)       7 

𝑃(𝜇   𝜎 ≤ 𝑋 ≤ 𝜇   𝜎)    95 5 

𝑍  
𝑋 𝜇

𝜎
 



 

 

 

,            

 

 

ومن الجدٌر بالذكر هنا أن الدالة لا تعتمدعلى معالم مجهولة المٌمة، و بالتالً فمد إستخدمت فً        

 حساب جدول المساحات تحت منحنى التوزٌع الطبٌعً المعٌاري المشار إلٌه سابما.

 

 ( خصائص التوزٌع الطبٌعً المعٌاري:1
 

 التوزٌع الطبٌعً المعٌاري تساوي الواحد الصحٌح بحٌث ٌمسم الخط  المساحة الكلٌة تحت منحنى

العمودي الواصل من لمة المنحنى إلى الصفر )متوسط التوزٌع( المساحة إلى لسمٌن متساوٌٌن، 

 ،5...مساحة كل منهما تساوي 

 ًالمعٌاري متماثل حول متوسطه الذي ٌساوي الصفرمما ٌعنً أنهمن أجل أي  منحنى التوزٌع الطبٌع

 فإن: Z > 0 لٌمة للمتغٌرة المعٌارٌة  
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 لونٌسً علً 2جامعة البلٌدة 

 كلٌة العلوم الإقتصادٌة والتجارٌة وعلوم التسٌٌر

 قسم العلوم المالٌة والمحاسبة

 المجموعة الثانٌة

 

 : تطبٌقات حول طرق حساب الإحتمالات 10السلسلة رقم 

 

 : التمرٌن الأول

 واحدة بواحدة وبارجاع. اثنان حمراء ، تم سحب عشوائٌا كرتٌنثلاث كرات سوداء وكٌس ٌحتوي على 

 الحصول على كرة سوداء وكرة حمراء. -2  الحصول على كرٌتٌن سوداء/ -0 أوجد احتمالالسؤال: 

 :التمرٌن الثانً

كرة بٌضاء ، سحبت من الكٌس ثلاث كرات واحدة بواحدة بدون  05كرة سوداء و 21كرة حمراء و  25 كٌس ٌحتوي على

 ارجاع .

 أوجد الإحتمالات التالٌة السؤال: 

 E .سحب حسب الترتٌب التالً بٌضاء تلٌها حمراء تلٌها سوداء : 

 F .سحب كرتان من لون واحد والثالثة من لون آخر : 

 :الثالث التمرٌن

 ذكور، تلمٌذان رشحوا لرئاسة القسم . 04تلمٌذ من بٌنهم  26قسم متكون من 

 مرشحان ذكر و أنثى . -3 / مرشحان أنثٌٌن -2 /مرشحان ذكران  -0السؤال : أوجد الإحتمالات التالٌة : 

 : التمرٌن الرابع

كرات فً آن واحد بدون   3كرٌات بٌضاء ، سحُبت من الكٌس  4سواداء و  1حمراء و  6كرة منها  01كٌس ٌحتوي على 

 ارجاع

 السؤال : أوجد الإحتمالات التالٌة

 كرتان حمراء وكرة بٌضاء -3الكرات الثلاثة المسحوبة حمراء /  -2/  الكرات الثلاثة المسحوبة سوداء -0

 .على الأقل كرة بٌضاء -5كرة حمراء وكرة بٌضاء وكرة سوداء /  -4

 كرات واحدة بواحدة بدون ارجاع ، أجب على الأسئلة السابقة. 3من الكٌس سحُبت 

 

 



 : التمرٌن الخامس

 .بدون ارجاعثلاث كرات على التوالً  ثلاث كرٌات سوداء ، تم سحب عشوائٌا و  بٌضاءكرٌات  كٌس ٌحتوي على أربع

 السؤال : أوجد احتمال الحصول على الكرة الأولى بٌضاء والثانٌة بٌضاء والثالثة سوداء .

 :التمرٌن السادس

 حٌث تحصلنا على  المعلومات التالٌة: ،  A ،B،Cشخص لمعرفة نواٌاهم فً التصوٌت للأحزاب  011قمنا باستجواب 

 المجموع A B C الجنس / الحزب

     رجال

     نساء

     المجموع

 المطلوب : 

  ( A،B ،C  ،H ،F) حداث عرف الأ -0

 إذا اخترنا شخص عشوائٌا من هذه المجموعة ، أوجد احتمال : -2

 ٌصوت الشخص لصالح الحزب  أنA 

  أن ٌصوت الشخص لصالح الحزبAإذا علمت أنها أنثى ، 

  أن ٌصوت الشخص لصالح الحزبB    أوC ، إذا علمت أنه رجل 

  أن تكون إمرأة ،  إذا علمت أنها صوتت لصالح الحزبC  

 : التمرٌن  السابع

منهن ٌمارسن الرٌاضة ، كما أن  % 22نساء ، علما أنه   % 45إحدى المدن  تحتوي على    أظهرت الإحصائٌات أن

 ٌمارسون الرٌاضة أٌضا. % 50 الرجال بنسبة 

 المطلوب: 

 عرف جمٌع الأحداث -0

 ماهً كل الإحتمالات الممكنة ؟ -2

 نختار شخص عشوائٌا من هذه المدٌنة ، ماهو احتمال أن ٌكون هذا الشخص ٌمارس الرٌاضة ؟ -2



Bernoulli et Binomiale 
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Un standart téléphonique
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